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Vorwort. 



Die geometrische Deutung der sogenannten imaginären 
Zahlen gehört meines Erachtens zu den beachtenswerthesten 
Fortschritten der neuesten Zeit auf dem Gebiete der Mathe- 
matik. Aber obgleich schon im Jahr 1831 Gauss in Göt- 
tingen sich dafür ausgesprochen hat, obgleich seit jener Zeit 
schon mehrere umfassende Schriften darüber erschienen sind, 
so gibt es doch, wie ich mich mehrmal überzeugte, selbst unter 
den Lehrern der Mathematik noch Viele, denen die Sache völ- 
lig unbekannt ist, während Andere noch immer ihrer wissen- 
schaftlichen Begründung , oder ihrem praktischen Werthe die 
Anerkennung versagen. 

Diese Thatsache hat mich zunächst zu Abfassung des 
vorliegenden Schriftchens veranlasst. Durch eine möglichst 
einfache und, so weit diess thunlich ist, von andern Lehren 
unabhängige Darstellung wollte ich der neuen Lehre allgemei- 
neren Eingang bei den Freunden der Mathematik verschaffen. 
Dabei war ich bemüht, an einer grösseren Zahl von Beispiele 
die Anwendbarkeit des neuen Princips in allen Theilen 




Mathematik nachzuweisen und die Einwürfe, die dagegen erho- 
ben worden sind, näher zu beleuchten. 

Eine den Gegenstand erschöpfende Arbeit lag nicht in 
meinem Plan und es ist in den im Anhang angegebenen Schrif- 
ten über diesen Gegenstand Vieles enthalten, dessen hier keine 
Erwähnung geschieht. Anderntheils enthält aber meine Schrift 
manche neue Darstellung und namentlich viele neue Anwen- 
düngen, die, wie ich hoffe, sich des Beifalls der Mathematiker 
zu erfreuen haben werden. Wenn sich dann da und dort auch 
etwas findet, was eine strengere Begründung zu wünschen übrig 
lässt, so bitte ich zu bedenken, dass das Feld, auf dem ich 
arbeitete, Neubruch ist, desseq vollständige Kultivirung nur 
durchdasZusammenwirken Vieler bewirkt werden kann. Ich bin 
ganz befriedigt, wenn mein Schriftchen den Erfolg hat, Andere 
zur Beschäftigung mit dem Gegenstand anzuregen, und dadurch 
zu weiteren Forts9hritten Veranlassung gibt. 

Holieiilieiiiiy den 1. Juni 1856. 

I 

Fr. J. F. Riecke. 



Einleitimg. 



§.1. 

Die Reihe der natürlichen Zahlen ist die Grundlage, von 
der man in der Arithmetik * ausgehen muss. Dieses Zählen 
sezt aber ursprünglich die Vorstellung einer geraden Linie 
und ein Portschreiten in derselben in gleichen Abständen vor- 
aus. Aus diesem Grunde, weil die gerade Linie die natürliche 
Form des Zählens ist, hält sich auch der Lehrer beim Unter- 
richt von Anfängern an diese Form, indem er dem Zählen von 
Marken etc. ein Ordnen derselben in gerader Linie voraus- 
gehen lässt. 

Im Folgenden wird nun jede Zahl als eine nach einer be- 
stimmten Einheit gemessene gerade Linie betrachtet werden. 

• 

§. 2. 
So lang man die Richtung der geraden Linie, in welcher 
man sich die Reihe der natürlichen Zahlen fortlaufend denkt, 
miberücksichtigt lässt, heissen die Zahlen absolute Zahlen. 
Nimmt man dagegen zwei von dem gleichen Punkt A aus- 
gehende, einander gerade entgegen- ^ r^g- 1» 

gesezte Richtungen AM, AN an, 
so dasg man das eine Mal vorwärts, 
das andere Mal rückwärts zählt, so 
heissen solche Zahlen entgegen- 
gesezte, und zwar die ersteren positive, die letztere 

gative Zahlen. 

\ 

Rieeke, die Rechnungr mit Richtunggsahlen. ^ 





Äaf ähnliche Art kann man aber anch in jeder andern, 
von der nrsprünglichen Richtung AH abweichenden lUchtimg, 
z. B. AO, zählen, nnd es mOgen solche Zahlen, bei Teichen 
man neben ihrer absoluten Grösse anch die Richtnng, in wel- 
cher sie gezählt wurden, in Betracht zieht, im Allgemeinen 
relative Zahlen oder, um die Art der Relation schon in ihrer 
Benennung auszudrücken, Richtnngszahlen heissen. 



Um die Sache zu vereinfachen, wollen wir zunächst an- 
nehmen, die geraden Lmien gehen alle von demselben Punkte 
A, dem Ursprünge oder Nullpunkt, aus und liegen alle in einer 
nnd derselben Ebene MN. Um ihre Richtungen' zu bestimmen, 
'"' *' j^muse man von einer an sich belie- 

Ibigen Richtung AB ausgehen, welche 
nun dieGrandiichtung heisst, so 
dass alle anderen Richtungen da- 
durch bestimmt werden , dass man 
angibt, um wie viel jede von dieser . 
Grundrichtung abweicht Da aber diese Abweichung in einer 
Ebene nach zwei Seiten hin Statt haben kann, so muse auch 
hier eine derselben als die ürseite betrachtet werden, nach 
welcher hin man sich die Drehung oder Abweichung denkt. 

Als Grundrichtung wird im Folgenden immer eine hori- 
zontale, von der Linken zur Rechten gezogene gerade Linie AB, 
^- '■ als Zahlenebene die durch 

AB gelegte Horizontalebene 
MN nnd als Urseite von AR 
die obere Seite in dieser Ebene 



Hienach ist nun klar, dass 

die Relation der Zahlen, d. h. 

die Richtnng der Linien, vollkommen bestimmt ist, sobald man 

. den Winkel angibt, um welchen die Richtnng von der Grund- 



richtimg nach der ürseite hin abweicht. Sezt man diesen 
Winkel (etwa zur Vermeidung von Missverstän^nissen in einer, 
oben mit einem Querstrich geschlossenen Klammer) der Linie 
vor» so ist die durch die Linie bezeichnete Zahl — vorausge- 
sezt, dass man die zu Grund liegende Einheit kennt, — nach 
Grösse und Richtung (nach Quantität und Qualität) vollkom- 
men bestimmt. 

Z. B. |BAC|AC bezeichnet eme Zahl, welche die Grösse 



AC und die Relation |BAC| hat, d. h. so viele Einheiten = AD 
die Linie AC hat, so viele Einheiten hat die damit dargestellte 
Zahl, hier = 7, und wie die Richtung AC um den Winkel BAC 
von AB abweicht, ebenso weicht die Richtung, in welcher die 
gedachte Zahl 7 gezählt wurde, von derjenigen Richtung ab, in 
welcher die Zahlen gewöhnlich gezählt werden. 

Im Folgenden soll die Beachtung der Richtung entweder 
durch Vorsetzung des Ab weichungs winkeis oder aber durch 
Bezeichnung der Linie mit kleinen lateinischen Buchstaben aus- 
gedrückt werden, während die Bezeichnung einer Linie durch 
grosse Buchstaben und ohne Vorzeichen den absoluten 



Zahlenwerth andeutet. So bezeichnet also z. B. |BAC| AC oder 
ac die Grösse der Linie AC mit Berücksichtigung ihrer Abwei- 
chung um den Winkel BAC von der Grundrichtung AB. 

§.4. 

Was die Art betrifft» die Grösse eines Winkels anzugeben, 
so sind zwei verschiedene Arten in der Mathematik üblich. 
Entweder gibt man die Gross« des Winkels nach Graden, 
Minuten etc. an» d. h. durch das Verhältniss des Winkels zu 
einem Rechten» welcher := 90^ ist. Oder man bestimmt die 
Grösse des Winkels durch die Grösse des Kreisbogens, 
den man aus der Spitze des Winkels mit einem Halbmesser = 1 
zwischen den Schenkeln des Winkels beschreibt und dessen 
Länge dann in Theilen dieses Halbmessers angegeben wird, 
d. h. durch das Verhältniss des Bogens zum Halbmesser. 



Da Dun bekanntlich , wenn der H^bmesser eines Kreises 
= 1 genommen wird, die halbe Peripherie = 3,14159 . . ist, 
welche Zahl man gewöhnlich mit dem griechischen n bezeich- 
net, so ist ein Winkel, der 

aasgedrückt ansgedr&ckt 

in Graden ^ 90" ist, dnrch den Bogen ^ \n 

„ „ = 180» „ „ „ „ =n 

„ „ =270' „ „ „ « =}™ 

„ „ = 360» „ „ „ „ = 2 71. 

Umgekehrt, ist ein Winkel, wenn er 

ausgedrückt ausgedrückt 



ien Bogen = 1 ist. 


in Graden = 6r,29" 


„ „ =2 „ 


, „ = 114,69" 


„ = 3 „ 


, „ = 171,88" 


-y ^ 4 „ 


, „ = 229,18" 


,, ,, = 6 „ 


. „ = 286,47" 


. = 6 „ 


„ , = 343,77". 


Ueberhaupt ist immer, wenn der 




Winliel in Graden und Decimalen der- 




selben durch v, der zugehörige Bogen 




dagegen 


in Theilen des Halbmessers 




dnrch tf 


bezeichnet wird. 



und 



^ = 67,2957. y 



180 



= 0,01746. w. 



Man kann also leicht die eine Bezeichnungsart in die andere 
verwandeln. Die leztere Bezeichnungsart durch die GrSsBe 
desBogens in Theilen des Halbmessers ist in der Analysisdie 
übliche und heisst daher auch die analytische Bezeichnnngsart 
der Winkel, gewährt aber auch bei der Rechnung mit Richtnngs- 
zahlen, wie wir sehen werden, nicht nur wesentliche Vortheile, 



soDdera kann selbst bei mehreren hier vorkommenden Äafgaben 
nicht entbehrt werden. 

§.6. 
Obgleich nnn durch Angabe des Winkels BAC die Lage 
von AC oder die Kelation der durch AC ausgedrückten Zahl 
vollkommen bestimmt ist, so ist doch eine verschiedene Art 
denkbar, wie die Richtung AG aus der Gnmdrichtang AB ent- 
standen ist, woraus sich dann wieder eine danach modificirte - 
Bezeichnung des Winkels BAC ergibt. 

Jede von A ausgehende Rieh- ng. i. 

tnng AC kann man sich nämlich 
durch eine Drehnng der Linie AB 
um den Punct A in der Ebene MS 
entstanden denken, diese Drehnng 
kann aber, von AB ausgehend, 
entweder nach oben oder nach un- 
ten Statt haben. Da wir die er- 
Btere Drehungsrichtung als die X 

urspillDglich positive betrachten, so bezeichnen wir die in 
entgegengesezter Richtung als die negative. Wenn daher 
der DrehungBwinkel , wodurch AB in die Lage AC gekommen, 
das erste Mal durch + «f bezeichnet wird, so ist er im zwei- 
ten Fall 

= — (27i-9>) 
oder =^ — 2Ti-\-gi. 

Man sieht, dass die beiden Winkel sich immer zu 2 ;t oder 
360° ergänzen müssen, indem der eine der concave, der andere 
der zugehörige convexe Winkel ist. ■ Es ist daher in Beziehung 
auf die Richtung der AC gleichbedeutend: 
~i- 90" und — 270" 
-I- 180* und — 180" 
-i- 270" und ~ 90° u. s. w. 
Ein weiterer Unterschied in der Entstehungsart der Lage 



von AC beruht darin, dass man sich denken kann, die AB habe 
znvor eine oder mehrere ganze Umdrebnngen gemacht, bis sie 
dnrcb den weiteren Drehnngswinkel BAC in die I^e von AC 
kam. Um dieses anszndrllcken, muss der Drebnngswinkel dann 
um einen oder mehrere Umläufe grUsser genommen werden und 
ist also, wenn der zu BAC gehörige Kreisbogen mit -|- gj be- 
zeichnet wird, 

^2m«-f-9p, 
in welcher Formel für m jede ganze (positive oder negative) 
Zahl genommen werden kann. Lässt man auch den Werth 
von m = zu, so nmfasst dieser Ausdmckzagleich den fr&he- 
ren einfacheren Fall, wenn keine ganze Umdrehung vorherging, 
nnd ist somit der allgemeine Ausdruck für den Abweicbungs- 
wtnkel oder die Relation einer Zahl. 

§■6 
Unter den verschiedenen Ricbtnngen, die von A aas in 
der gegebenen Ebene möglieb sind, gibt es augenscheinlich vier 
ansgezeichnete Hauptricbtnngen, denen^man desshalb auch be- 
sondere Namen und Zeichen beigelegt bat. Es ist dies 

"'■ '■ 1) die Grundrichtung AB, welche 

,uch positiv reell genannt nnd 
lurcb + bezeichnet wird; 

2) die dieser gerade entgegenge- 
ezte Richtung AO, welche desshalb 
legativ reell genannt und durch 
— bezeichnet wird; > 

3) die auf AB nach der Urseite 
lin senkrechte Richtung AD, welche 

positiv imaginär heisst und durch -|- i bezeichnet wird; 

4) die der vorigen gerade entgegengesezte Richtung AE, 
welche negativ imaginär heisst und durch — i bezeichnet 
wird.* 

• Die hiet gebrauchten Benecnnogan „reeH und imagiDÜr" werde» 



Diene vier HanptrichtoDgen erhSlt man also, wenn man 
den Abweichnngswinkel = 0* oder = 90* oder = 180" oder 
=; 270" sezt, und es sind fplglich folgende Bezeiclmangen deir 
Relation gleichbedeutend : 

+ =m =iöi 

+i=[9Ö»l =IF1 
-=(185^ =R 

§■7. 

Als allgemeiner Grundsatz f&t die Rechnung mit 
Richtangszahlen gilt folgender: 

Jede zwei gerade Linien, velche gleiche Länge und gleiche 
Richtung (auch nach derselben Seite hin) haben, sind als Zah- 
len betrachtet völlig gleichbedenteod, so dass die eine fDr die 
andere gesezt werden kann. 

Dieser Grundsatz geht tmmittelbar ans der Definition der 
relativen Zahl hervor, denn da bei derselben nnr Länge und 
Bichtang (ihre Abweichung von der Gmndrichhang nach der 
CrBeite hin) in Betracht kommt, so sind auch diejenigen Zahlen 
dorchaos gleich, bei welchen Länge and Richtung dieselben sind. 

Hienach wären , wenn A der Ur- 
sprung, AB die Gmndrichtung und 
AE eine vonAans in beUebiger Rich- 
tung gezogene, in gleiche Theile ge- 
theilte Linie ist, die Richtnngszahlen 
ac, cd, de alle durchaus gleich. 

Zieht mm von einem beliebigen 
Punkt G aus die GH ft AC und schneidet ein Stück GH = AC 
ab, so ist wieder 

ibieBerecbtigungiplter (8- 24) erhalten. EiDitweilenmCgen sie aJs Tillkfli- 
liche Beuicbtimi^teD flii die Riclitaiig tod Linien genommeD werden, die 
entweder mit dei OmudTiEhtang gleichlaoffend lind oder um einen Reoliten 
davon atnreicben. 



gh = ac = cd = de. 
EbeDSO kann, wenn man AJ ^ CK zieht and CK = AJ macht, 
die Richtungs2ahl ck inuner statt ai geeezt werden, oder wenn 
EP f^ und = AG, so sind ef and ag identisch, indem EF, wie 
AB, die Grandrichtang hat 

Dabei kommt es aber immer nicht blos anf die Richtung 
im Allgemeinen, sondern zugleich anf die Seite an, nach 
welcher in dieser Richtong von dem Anfangspnnkt an die Linie 
f^- •■ gezogen ist, denn wenn auch AM ff und = 

NO, AM aber von A nach M, HO dagegen von 
N nach gezogen worden ist, bo dürfen die 
beidenLinien in Beziehung aof ihren relativen 
Werth doch nicht gleich gesezt werden, denn 
es ist nun am ^ fö] AM, 
aber no ^ In+«| KO, 

sie haben also keinen gleichen Ab weichnngs- 
winkel. Ihre Richtungen sind zwar gleichlaufend, aber nicht 
im gleichen Sinn. 

Da es stfmit nöthig ist, bei einer Strecke, deren Relation 
man bestimmen will, auch ihren Anfangspunkt zn kennen, d. h. 
welcher von den beiden Endpmikten als Ansgangspnnkt zn 
betrachten bt, so hat man die Linien immer so zn bezeichnen 
und auszusprechen, dass ihr Anfangspunkt zuerst genannt wird. 
Hienach würde am die Linie bezeichnen, wenn sie vooA nach 
M gezogen ist, während sie ma genannt werden muss, wenn 
M ihr Ansgangspnnkt ist. 



Erster Abschnitt 

Die sieben arithmetischen Grundoperationen mit 

Richtungszahlen. 



Krstes Kapitel. 

Diui Addiren and SabtraUren mit Bic&tungsiahlen. 

§.8. 

Die AiJdition von Zahlen hat die Aufgabe, das in Einem 
A}ite des Zählens auszuführen, was beim Zählen der einzelnen 
Summanden in mehreren unterbrochenen Akten geschehen ist. 

Soll Z..B. die Zahl 3 zurZahl'5 addirt werden, so heisst 
das, man soll die Zahl bestimmen , welche man erhalten haben 
würde, wenn man, nachdem man bis 5 gezählt hat, beiin Zählen 
der weiteren 3 Einheiten nicht wieder vorne angefangen hätte zu 
zählen, sondern am Schlüsse des Zählens der Zal^ 5 ohne ün- 
t^rechung fortgemacht hätte , wodurch man denn auf 8, die 
Summe von 6 und 3, gekommen wäre, 

Hienach ist fär die Addition von zwei oder mehreren Li- 
nien erforderlich, dass dieselben so aneinander gereiht werden, 
dass da, wo eine Linie aufhört, die andere anfangt. Die ein- 
zelnen Summanden bilden dann, wenn sie verschiedene Rich- 
tungen haben, eine gebrochene Linie und der geradlinige 
Abstand des Endpunkts von dem Anfangspunkt ist 
ihre Summe. 



So ist z. B. 

"*■»■ ab+bc = ac 

ab + bc -)- cd ^ ad 
I ab-(-bc-|-cd-j-de^ae, 

Man nennt hiebei die gerade Li- 
nie ac die Summe der beiden Linien 
ab und bc, weil man von A ans an 
denselbeii Punkt C gelangt, ob man 
die beiden Linien AB, BG dorchlaatt oder auf der geraden 
Linie AC fortGcbreitet. Dieses Gleichsetzen erscheint aller- 
dings als ein Widerspruch, so lange man den Linien AB, BG 
nur absolnte Zablenwerthe beilegt, aber man ist völlig dazu 
berechtigt, sobald man neben der Länge auch die Bichtnng der 
Linien im Auge hat. Es geschieht dies mit demselben Hecht, 
mit welchem man in der Algebra -{- 5 als die Summe von 
-|- 8 nnd — 3 gelten läset. 

Um Missverständnisseu za begegnen, scheint es indessen , 
zweckmässig, die Summe von Linien, bei welchen man neben 
ihrer Länge auch die Richtung iuKechnnng bringt, ihre Rich- 
tungssumme oder ihre relative Summe zu nennen, znm 
Unterschied von ihrer absoluten Summe, wenn bei ihrer ' 
Snmmirung nur ihre abeoluten Werthe in Betracht kommen. 
Auf ähnliche Art wird in der Arithmetik längst zwischen der ; 
arithmetischen und algebralgchen Summe bei der Rechnung | 
mit positiven und negativen Zahlen unterschieden. 

*''*■ **■ Hienach wäre also in dem Dreieck 

ABC nur die Richtungssumme 
ac + cb =: ab, während die Summe 
der absoluten Längen AC -|- CB (ge- 
mäss Elem. 1, 2Q) > AB bleibt. 

Um eine oder mehrere fUchtungszahlen graphisch zu 
addiren, ist somit nichts nöthig, als dieselben mit Beibehaltung 
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ihrer Läoge und Richtong so aneiuander zu reihen, da&s, wo 
die eine anfhdrt, die andere anfangt. Dieses lässt eich aber 
inmier sehr einfach durch Ziehung von Parallelen erreichen. 

Soll z. B. ab and ac addirt werden , so ziehe man durch 
B eine Parallele mit AC, mache BE = AC "und ziehe AE. 
Nun ist ae =; ab + ac. 

Es sind nämlich nach dem Grundsatz §. 7 die beiden 
Richtungslinien ac, be durchaus gleich, also 
ab -j- ac = ab -^ be ^ ae. 



Ebenso verfährt man, wenn mehrere Posten, ab ac, ad, 
ae, af zu addu-en sind. Indem man BC, CD', D'E', ET' gleich 
und parallel (und zwar auch in gleichem Sinn) mit AC, AD, 
AE und AF zieht, erhält man 

aP = ab + bc' + c'd' + d'e' + e'P 
= ab + ac -|- ad + ae '+ af. 

§.10. 
Aus dieser allgememen Rechnungsregel für das Addiren 
von Ricbtungszahlen Öiessen dann unmittelbar folgende Regeln 
fGr besondere Fälle : ■ 

1) Wenn Zahlen von gleicher Relation oder Rich- 
tung addirt werden sollen, so addirt man ihre absoluten Werthe 
und die so erhaltene Summe erhält gleiche Relation mit den 
Sununanden, z. B. 

2) Wenn Zahlen addirt werden sollen, welche gerade 
entgegengesezte Richtung haben, so nämlich, dass die 
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s 

Richtnng der einen von der Richtung der andern nm n abweicht, 
so findet man ihre Summe, indem man die absoluten Werthe 
von einander snbtrahirt und dem Rest dasjenige Vorzeichen 
oder Richtungszeichen gibt, welches dem Summanden mit dem 
grösseren absoluten Werth zukam. 

z.B. f^|8 + |7r + y|5 = |^3 

fy"|5+|7r + y|8 = |7r+5p|3. 

3) Haben die beiden Summanden neben ihrer entgegen- 
gesezten Richtung gleiche absolute Quantität, so ist ihre 
Summe = 0. 

z. B. [y|8+K-Fyl8 = 0. 

Zwei solche Zahlen, welche bei der Addition einander auf- 
heben oder die Summe = geben, mögen conträre Zahlen 
heissen. Man kann auch die eine derselben als die negative 
der andern bezeichnen, denn aus der Gleichung 

|^8+F +yl8== o 

folgt sowohl f^ 8 = — knPyl 8 

als l^ + y|8 = — |yl8. 

4) Auch bei der Addition von Richtungszahlen ist, wie 
bei andern Zahlen,. die Ordnung, in welcher die Summanden 
genommen^^ werden, gleichgültig. Hat man z. B. ab und ac zu 

Tig. 18. addiren und beschreibt das Parallelo- 

Igramm ABGD , so ist a d die Summe. 
Dabei ist es aber für das Endresultat 
einerlei, ob man von A nach D auf dem 
I Wege über B oder über C gelangt. Diese 
zweierlei Wege unterscheiden sich nur durch die verschiedene 
Aufeinanderfolge, in welcher die Summanden genommen wur- 
den. In einem Parallelogramm stellt die Diagonale immer die 
Summe der beiden Seiten dar, und zwar ist 

ad = ab -(- bd = ab -j- ac 
aber auch = ac + cd = ac + ab 

also , ab -j- ac = ac -4" ab 




§. 11. 

Umgekehrt lässt sich auch für jede gerade Linie aof viel- 
fache Weise eine gleicbwerthige gebrochene Linie set^eo, z. B. 
statt ab diä gebrochene Linie acdb, indem 
hier beide Linien gleiche Grenzpnnkte I 
haben ond also in dem Sinn von §. 8 1 
gleich sind. 

Der wichtigste Fall solcher Zerlegung in Theile ist der, 
wenn man durch den Anfangspunkt einer schiefen Linie AB 
eine Linie AM in der Gnmdrichtang ^- "■ 

zieht und von dem Endpunkt derselben 
ein Loth BC darauf fällt. 

Hier ist ^ab = ac + cb 

oder IMAB] AB = AC + i BC, 

and es lässt eich also jede schiefe Linie als Richtungssummo 
von zwei Zahlen darstellen, wovon die eine in der -Grundrich- 
tung liegt, die andere eine darauf senkrechte Bichtung hat, 
d. h. (nach §. 6) wovon der eineTheil eine reelle, der andere* 
eine imaginäre Zahl ist. 

Setzen wir, um kürzere Ausdrücke zu erhalten, die abso- 
luten Werthe 

von AB = r 
„ AC =: a - 
„ CB = b 
> und den Abweichnngswinkel MAB = 91, so erhalten wir die 
Gleichung 

fylr=a + ib. 
Eine solche Summe einer reellen und imaginären Zahl nennt 
man eine complexe Zahl. 

Jeden der beiden Theile der complexen Zahl kann man auch 
sehr einfach durch die Länge der schielen Linie r und ihrea 
Richtungswinkel g> ausdritcken, indem 
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"■• "■ a = r C08 9> 

b ^ r sin 9) 
also a + ib ^ r cos 91 -j- i r sin 91 
:= T (cos 9) -|~ i sin gi). 
Bei dem lezteren Aasdmck ßir die 
Richtangszahl AB nennt man die ab- 
solate Länge r den Modnlng, den Abweicbnngsvinkel gi das 
Argument und den Faktor (cos 91 -j- i sin ijp) den redncir- ^ 
ten Aasdrnck der complexen Zabl. 

Aucb sieht man leicht, wie man umgekehrt, wenn der 
reelle Theil a and der imaginäre b gegeben sind , daraus den 
Modulas und das Argument findet Es ist nämlich 





.r = Va' + b» 


und 


,,4 


also 


b 

y = «ctg- 


•und man 


hat folglicll 




a + ib = |arcte-lv7 



ADmerknog. Ani obigem OebrMidi der Wort« Sinns, Coainni, 
Tangente darf nicht gwcfaleHen verden, dau der Lehre von den Rioh- 
taugnaldeii die Tiigonometrie Toranegehen müue. Jene Ausdrücke werden 
Uer nur der Kürze hftlber gebrftuclit, und ei iriid daher blos MÜäg aeyn, ihre 
Bedentnng knn zu erkltten. 

Wenn isan tod dem Endpnnkt B einer tehiefMi Linie AB auf die dnrdi 
den AofluigipDnkt A gehende Ornndrichtang rin Loth BC ffllt, 10 bexeiehnet 
man in dem recbtwinkügen Dreieck ABC die algebiaiichen Verhalt» 
niiie der Seiten, welche Ton der GrQue des Winkels 9 abhingen, dnrch 
die Amdrücke Coslnns, Sinns nnd Tangente dieiea Winkels, nSmUch 
a b . b 

— = CDSfi, — = ain », — ■ = tg (1. 

Kebei ist 1 immer als s.bsolute Zahl m betrachten nad es liat folg^ch 
cos f) immer gleiches Zeichen mit a, ein v gleiches Zeichen mit b nnd tg f 
hat das Vorzeichen -^ "^^f — • Jenachdem a nnd b gleiche oder nnglekihe 
Z^hen haben. Die Zeichen Ton a nnd b ergeben ileh aber einfach aas dw 



Lage, die sie nach nndnftch annebmen, «enn mui den Bichlmigswiiikel p 
vsotueu lIlMt. £s erhalt s das ZeidNn — , wenn es ,atif die links Seite tdd 
A m U^en kommt, nnd b wird negativ, wenn du Lotb nuteibalb AH mit. 

Darin, dau, obgleich Sinns, Cosinns nnd Tangente nm diu YeriiUtiiis» 
zweier Linien bezeichnen, diese Yerhaltoisszahlen doch nicht absolut, sondern 
poiitiT oder negatir genommen werden , lieg;! der Grnnd obiger Benennung: 
„algebraiiche Verhaltniue". 

Ifoch will ich in Obigem bemerken, dais durch die Formel 
b 
f, = Mctg — 

der Ueinete Winkel oder Bogen (aicns) bezeichnet werden eoU, welcher in 
der Tangente = — gehSrt So ist i. B., wenn a = b, 

oder 1 = tg Vi * 

nnd also '/, it = arc tg 1, 

waa nun anuprieht; «Bogen der Tangente 1", nicht: Bogen der Tangente 

TOn 1. 

§.12. 

Wenn man die RichtimgszahleD als complexe Zablen aus- 
gedrfickt hat, so läset sich noch auf eine andere einfache Art 
die Summe voa zrei oder- mehreren .Richtungszahlen durch 
Rechnung finden. 

Sind nämlich ab, ac zu ng-a- 

addiren nnd es ist 
ab = ad + db 
ac = ae -|- ec, 
80 ist 
ab+ac = (ad4-ae)+(dlh-|-ec) 

= af+fg = ag. 
Man addirt nämlich nur die 

beiden reellen Theile wirklich und ebenso die beiden imaginä- 
ren (nach §. 10), und erhält auf diese Weise als Summe wieder 
eine compleze Zahl, ans welcher man aber nach den §. 1^ an- 
gegebenen Formeln die Länge und Richtung der enteprechen- 
deo Linie berechnen kann. 
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Wollte man unmittelbar aas den beiden Richtnngszahlen 
ab and ac, d.h. aus ihrer Länge nnd ihren Äbweichangswinkeln 
von der Grundrichtung, ihre Summe durch Recbnnng finden, 
so würde dies auf die trigonometrische Aufgabe flihrea, aas 
zwei Seiten und dem Zwischenwtnkel in einem Dreieck die dritte 
Seite und die fibrigen Winkel zu finden. 

§13. 

Die Subtraktion hat im Allgemeinen die Aufgabe, eine 
Zahl zn finden, die zu dem' Subtrahenden addirt den Minnenden 
gibt. Es ergibt sich hieraus die auch für die Richtungszahlen 
guTtige Begel für die Subtraktion, das Zeichen des Subtrahen- 
den zu ändern und ihn dann zn addiren, oder, was dasselbe ist, 
die conträre Zahl des Sabtrabenden (vergl. §. 10) zn dem 
Minuenden zu addiren. Die canträre Zahl erhält man aber 
graphisch, wenn man eine der gegebenen gleichgrosse Linie in 
derselben Richtung, aber nach der entgegengesezten Seite 
hin, zieht. 

fik, iH. Soll z. B. ab — ac gesucht werden, 

ISO zieht man durch B die BE it AC, 
aber nach der entgegengesezten S«ite 
hin, und macht BE = AC. Nnn ist 
ae die gesuchte Differenz. Denn 
da nun 

eb = ac (Constr. nnd §. 7), 
so ist ac -f- ae = eb + ae c= ae + eb = ab, 

also ae zum Snbtrahendus ac addirt gibt den Minnendns ab, 
ist also der gesuchte Rest. 

Statt dessen kann man auch zn grosserer Deatlicbkeit zu- 
erst AO nach der entgegengesezten Seite Ober A hiiians Ter- I 
langem und AD = AC machen, ad ist nun der conträre ', 
Werth von ac und, statt ac von ab abzuziehen, addirt man ab | 
nnd ad, wodurch man wieder ae erhält. 

Noch kürzer lässt es sich so ausdrücken: ' 
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ab — ac = ab -j- ca 

= ab + be = ae, 
denn ca ist schon der conträre Zahlenwerth von ac. 

§.14. 

Will man die Differenz von zwei Richtongszahlen durch 
Rechnung finden, so ist es auch hier bequemer, statt de^ 
Richtungszahlen die gleichwerthigen complezen Zahlen zu neh- 
men. Sind dieselben a-f-ib und c-|-id, so ist ihre Differenz 

(a + ib) — (c + id) = (a — c) + i(b~d), 
so dass also die Differenz wieder als complexe Zahl erscheint. 



Zweites KapIteL 

Bas Kiiltiplieiren und Dividiren mit Sichtiuigsialilen. 

§.15. 

Die Multiplication hat die Aufgabe, eine Zahl zu finden, 
die ebenso aus dem Multiplicandus entsteht, wie der Multipli- 
cator aus der Einheit entstanden ist. 

Wendet man diese allgemeine Definition auf Richtungs- 
zahlen an, so ist bei der Entstehung des Multiplicators aus der 
Einheit auf Zweierlei zu sehen, nämlich 

1) auf seinß absolute Grösse, 

2) auf seine Richtung. 

Es sey die Zahl [ä]m mit [^|n zu multipliciren. Hier ist 
der Multiplicator [^n aus der Einheit -f~ 1 dadurch entstanden, 
dass man diese n mal nahm, dann aber die ursprüngliche Rieh-- 
tnng des Zählens um den Winkel ip gedreht hat. Um also das 
Produkt |a]m X [y^ln zu erhalten, muss man den Multiplican- . 
das \a\m auch n mal nehmen, wodurch man |a^|m X n erhält, 
und ihn aus seiner Lage um den Winkel 9 drehen, wodurch 

Ri»&ke, die Radmnnr mit RiehtanguaUieu. ^ 
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man, da der Maltiplicandus bereits die Richtung [o] hat. die 
Richtung |a-|-9)j erhält. Es ist also 

\ä\m X fy |n =|«+y|nin. 

§. 16. 
Soll nun die Multipücation wirklich auf dem Papier an»> 
geführt werden, so moss neben den beiden Faktoren auch die 
ihnen zn Grund liegende Linieneinheit gegeben seyn. 

Fir I». Es sey z. B. AB die Einheit and 

es soll ad mit ac multiplicirt werden, so 
ziehe man BC und lege an AS in A den 
Winkel DAE = BAC und m D den Win- 
kel ADF = ABC. Nun ist 
af = ad X ac. 
Denn wegen der Aehnlichfceit der 
Dreiecke verhält sich 

AB):AC = AD:AF 

also ist AT = AD X AC, 

und da AF (nach der Construktion) nm eben so viel und nach 
derselben Seite hin von AD in der Richtung abweicht, wie AG 
von der Grundrichtung AB , so ist AF anf dieselbe Weise aas 
AD entstanden zu betrachten, wie AC ans der Einheit AB. 

"•■ *•■ AufeineetwasandereArtlässt 

sich die Aufgabe aoflfisen, wenn man 

Winkel DAE = Winkel BAC 

AC' = ÄC 

AD' = AD 

macht und C'F # BD' zieht 

Der Beweis ist der gleiche, wie 
oben. 

Man sieht bei dieser Anfldsung 
leicht, wie man zu demselben Re- 
sultat gekommen wäre, wenn man 
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verwechselt ac zum MaltipUcandas und ad zam Moltiplicator 
geDommen h&tte mid dass also auch bei der MaltJplication 
der Richtangszahlen die FaktoreD tmbeBChadet des Produkts in 
beliebiger Ordnang genommen werden können. 

Aach wird kanm nSthig seyD, zu bemerken, daes man bei 
diesen Kechnnngen nnter dem Produkt von zwei Bichtnngs- 
zahLen m and n nie eine Fläche, das Rechteck zwischen m und n, 
sondern nur das Yiel&che einer Linie, also, immer wieder eine 
gerade Linie, zu verstehen hat , wie sich dieselbe aus der Pro- 
portion ergiebt: 

1 :m ^n:mn. 

§. 17. 
Aus der allgemeinen Regel ffir die Mnltiplication von 
Richtungszahien ergeben sich füs die besonderen dabei vor- 
kommenden Fälle folgende Sätze: 

1) Wenn eine Richtnngszahl mit einer absoluten oder 
positiv reellen Zahl maltiplicirt wird, so ändert sich nur ihr 
absoluter Werth, während ihre Richtung ntigeändert bleibt. . 

(fylm) Xn = f^mXföln = |9> + o|mn=[^mD. ■ 
Umgekehrt folgt daraus, dasfe jede Ricbtangszahl [^m als 
Produkt der absoluten Zahl m mit der relativen Einheit (^ I 
betrachtet werden kann. 

f5p]m = m X f^l, 

oder in Linien, wenn AM die Grund- «j. w. 

richtuDg, AG = AE = 1 ist und 
AD := AB genomm^en wird, 
ab = ad X ao. 

2) Wenn zwei BJchtuügszahlen 

mit emander muttiplicirt werden, welche um gleichviel, aber 
nach entgegengeseztef Seite, von der GrUDdrichtung abwichen, 
■0 ist das Produkt positiv reell. 

f^m X I — y|n =|9> — <;p|mn =fö]mn = mn. 
Zwei Bolche Zahlen, deren Richtungswinkel gleich, aber 



entgegengesezt sind, deren Winkelsnmme also = oder ^ 2 n 
ist, mOgen gleichgegengedrehte Lioien heisBen. 

3) Haben zwei solche gleichgegengedrehte Zahlen and 
gleiche absolute Länge, so ist sowohl ihr Produkt, als auch ihre 
Summe positiv reell. 

fy^|m X I — 5p|m = m* 
fylm+l — 9i|m = 2mcoB9). 
^- **• Um Lezteres zu zeigen, 

ziehe man BC, dasdie Grund- 
richtung in D treffe, nehme 
DE = AD und ziehe BE. 
Da nun (hyp.) AB = AC und 
Wkl. BAE = Wkl. EAC, 
I 80 ist 
BD = DC und BE tf "pd = -A-C, 
also ' ab -|- ac — ab + be := ae 

= 2 ad = 2 AB cos y. 
Zwei solche Richttmgszahlen, fylm und | — yjm, heissen 
conjngirte Zahlen. 

4) Ist von zwei gleichgegengedrehtenRichtnngszahlen der 
absolute Werth der einen in demselben Yerhältniss grosser, 
als die Einheit, wie der absolute Werth der andern kleiner ist, 
als die Einheit, d. h. ist, wenn der absolute Werth der einen 



Zwei solche Richttmgszahlen fylm und | — y|— heissen 
reciproke Zahlen. 

Zu jeder RichtungBzahl ab l&sst sieh.ihr reciproker Werth 
auf folgende Art construiren. Wenn AM die Grundrichtung 
ist, so trage man an AM auf die der AB entgegengesezte Seite 
einen Winkel MAC = MAB, beschreibe aus A mit einem Halb- 
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«leeser = 1 einen Kreis, der AB ip D, AC 'v- »- 

in E treffen mag, and ziehe DP ^ BE. Nna 
ist af der reciproke Werth von ab, denn 

AB:AD = AE:AF 

■ AB : 1 = 1 : AF 

und abXaf = [^ABxRy]j5=I- 

5) Zwei negative Zahlen gebeii ein 
positives Produkt. 

(_„)(_„)=P]„XHn(§.6) ■ . . 
=^ \2n\ m n ^ -j- mn. 
Oder man sezt ( — m) ( — n) ^ [?i) m X | — 7i| n* 
also wieder = + mn. 

6) Das Produkt zweier Richtungszahlen wird negativ, 
wenn die Summe ihrer Abweichnngswinkel = n oder ^ 3 te ist. 

Sind z. B. die beiden Zahlen n». m. . 

ab nnd ac za mnItJpiiciren und 
man beschreibt aus A. mit dem 
Halbmesser AE = 1 einen Kreis 
nnd es ist Bogen ED = Bogen FG, 
Go ist das Produkt 

ab X ac = ak, 
also eine reell negative Zahl. 

7) Fasst man das Bisherige znsammen, so hat man die 
allgemeine Regel , dass das Produkt von zwei Richtungs zahlen 
eine reelle (positive oder negative) Zahl gibt, wenn die alge- 
brüsche Summe der beiden Abweichnngswinkel := m tc ist, wo 

m irgend eine ganze Zahl, mit Einschluss der Knll, seyn kann. . 

§. 18. 
Die Aufgabe der Division ist; eine Zahl zu finden^ welche 
njit dem Divisor multiplicirt den Dividendus gibt. Hieraus 
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e^ibt sich ftlr die Division von Ricfatniigsudilen folgende 
Regel. 

Das Yorzeicben des QaotieateD findet sich, wenn tnu 
vom Richtongswinkel des Dividendas den Richtaagswinkel dei 
Divisors abzieht, und die absolute Grösse des QaotieDten 
erhält man, indem man die ^solute GrJtsse des Dividendoi 
dnrcb die absolnte Grösse des Divisors dividirt. 

denn es ist 

Namentlich ergibt sich hieraus aach 

j =t»"i'^|— ^', 

{(jp|m l^m ™ 

welches der reciproke Zahlenwerth von f^m ist. (Vgl. 
§. 17, Nro. 4.) * i 

§• 19- 
*■'«■ **■ Soll die Division von ab durch 

ac construirt werden, so be- 
schreibe man aus A mit dem Halb- 
messer AD = 1 einen Kreis, 
nehme von F aas einen Bogen 
FG = dem Bogen DE, doch so, 
dass die Bögen DE und FGr die 
entgegengesezte Richtung ha- 
ben, ziehe EH # CB nnd mache 
AK =■ AH. Ndd ist ak der 
gesuchte Quotient. Denn es ist nach der Construktion 
AB_AH_AH_ 
ÄC-AE~T-^ 
und 
Wkl. MAB — Wki. MAC = MAB - BAK = — MAK, 
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I 

also 

|MAB|AB:fMÄC|AC=(MAB — MAC]f^ = |— MAK|Ak 

d. h. ab :ac = ak. ' 

Etwas kürzer lässt sich die Divisiohsregel so ausdrücken: 
man multiplicire den Dividend mit dem reciproken Werth 
des Pivisors (§. 17, Nro. 4), denn es ist dann, wie oben, 

§.20. 
Aus der allgememen Regel, wonach 

ergibt sich, 

1) dass der Quotient eine positive reelle Zahl seyn 
wird, wenn a — ^ = o oder a = ß ist, d. h. wenn Dividend 
und Divisor gleiche Richtung haben; 

2) dass der Quotient eine negative reelle Zahl seyn 
wird, wenn a — ß = n oder a = tt -j- ß ist, d. h. wenn Divi- 
dend und Divisor gerade entgegengesezte Richtungen haben. 

Man sieht, wie die algebraische Regel für die Multiplica- 
tion nnd Division entgegengesezter Ahlen, wonach gleiche 
Zeichen -)-, nngleiche — geben, hier verallgemeinert erscheint. 



Drittes Kapitel. 

Dai Foteniiren imd ]|Eztrahire& von Biehtongsiahlen 
mit gaaion poiitiveiL Exponenten. 

§. 21. 

So lang man das Potenziren auf positive ganze Exponenten 
beschränkt, kann man eine Potenz einfach als ein Produkt mit 
lauter gleichen Faktoren betrachten, und wenn also einer dieser 
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Faktoren nod ihre Äozahl gegeben ist, «o ist es die Aufgabe 
des Potenzirens, das Produkt oder die Potenz zu finden. Und 
hieraus ergibt sich dann nnmittelbardie Regel des Potenzirens: 

= Igj + y + ^ijaaa = (Tyla' 



und allgemein 



|5pla = )n5p|a". 

Graphische Auflösung. Soll von 
der Richtufigslinie ac, welche gegen die 
Grundrichtnng AM unter dem Winkel 9» 
geneigt ist, die dritte Potenz dargestellt 
werden, so beschreibe man aas A mit 
dem Halbmesser AB = 1 einen Kreis- 
bogen, mache durch Eintragung gleicher 
Chorden Wkl. BAC = CAD = DAE, 
ziehe BC, lege anACJn C einen Winkel , 
ACF = ABC und ebenso an AF in F 
den WkK AFG = ABC. Nun ist 
AB 1 ; AC = AC ; AF = AT : AG 



also 
und da 
80 ist 
oder 



AG = AC 
___^ Wkl. BAG^ 3 ff 

fBAGlAG = [F^ AC' = (|?1 AC)' 



ag = 



§.22. 



Extrahiren heisst: aus der Potenz und dem Exponenten 
die Grundzahl finden. Die Regel des Extrahirens (zunächst 
wieder f&r pusitive ganze Zahlen als Esponenten) ergibt sich 
daher unmittelbar aus der Regel t(a das Potenziren : 



Graphische Anfidsüng. Soll aus der Richtungszahl 
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AC die dritte Wurzel ausgezogen wer- ^'*- *''■ 

den, 80 hat man zunächst den Richtnnge- 
winkelMACin 3 gleiche Theile zathei- 
len, sodann, wenn AB =1 ist, das 
Verhältniss AB : AC in 3 gleiche Ver- 
hältnisse zii theilen oder zwei mittlere 
geometrische Proportiünallinien zwischen 
Ab and AC zn suchen. Ist dann 

*WiDkel BAD = '/, BAC 
und AB : AD = '/, (AB : AC) 
d. h. AB:AD=AD:AE = AE:AC, 

so ist ad ^ y ac. 

Die AnflCsung dieser Aufgabe sezt also, wie man sieht, 
voraas, das« man einen gegebenen Winkel in eine beliebige 
Anzahl gleicher Theile zq theilen im Stande ist, und ebenso 
das» man aus jeder gegebenen absoluten Zahl die Wurzel von 
jedem beliebigen Grad (ganze positive Exponenten vorausge- 
sezt) ausziehen liann. Beides lässt sich zwar immer arithme- 
tiseh, aber geometrisch in den meisten Fällen nur näberungs- 
weise ausführen, indem durch die Elementargeometrie nur die 
Zweitheilung eines Winkels und durch Wiederholung derselben 
die Theilung in 4, S, 16 etc. gleiche Theile allgemein möglich 
ist, und ebenso aach zwischen zw^i gegebenen geraden Linien 
wohl eine mittlere geometrische. Proportionallinie, nicht aber 
jede beliebige Zahl derselben mittelst Zirkel und Lineal con~ 
strnirt werden kann. 

§. 23. 

Was die mechanische Auflösung dieser beiden Aufgaben 
betrifft, so istdas Verfahren, einen Winkel durch Prohiren in eine 
beliebige Anzahl gleicher Theile zu theilen, einfach und bekannt 
genug. Es kommt anf die mechanische Theilung eines Kreis- 
bogens zurück. Umständlicher ist die mechanische Theilnng 
eines Verhältnisses oder die graphische Wurzelausziehnng. 
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Eia ziemlich einfaches und bald za emem befriedigenden Ziel 

f&hrendes Yeifahren ist folgendes: 

"•■ **■ Soll His der 

Linie MN die a" 
Warzel ausgezo- 
gen werden , so 
trage man an 
AB = 1 einen be- 
liebigen Winkel 
B AC n mal an, so- 
dann an AB in B 
einen beliebigen 
Winkel ABC nnd 
mache die Winkel 
ACD, ADE etc. 
alle = ABC. Non 
ist wegen Aebn- 
lichkeit der Drei- 
ecke AE = AC 
nnd wäre zufallig 
AE = MN, so 
hätte man 

ac — Vmn: 

Ist diess aber nicht der Fall> so mache man AF := MN nnd 
nehme EG = - . EF und ebenso FJ = — . EF. Zieht man nun 
GH i^ EC und JE # FC, so Wird, wenn die wahre Wurzel 
s = AL iet, 

AL < AH j 

> AK seyn. 
Um diess zu beweisen, setze man MN ^ AF = a, j 

AL = X, also X" = a 
AC ^b 
AE = c also b° = c. 
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Nun ist EF = a — c = x" — b" 

CL = x — b 
und da AE : EG = AC : CII 

d.h. c:-(a — c) = b:CH 

II 

und AF:FJ = AC:CK 

d.h. a : — (a — c) == b : CK, 

n 



b (a — c) 



so ist CH = 

nc 



-tr- 

na 



Es ist aber 
X" — b" 



x"-* + bx-*-f + b"-' 



X — b 

und da diess d Oiieder sind und x > b (hyp.), also x*"' das 
grösste, b*"^^ das kleinste, so ist 

x^' — V 



>nb 



n— 1 



»-1 • 



X — b 
aber < n x 

Aus dem ersten folgt 

b(a — c) '^ jnb- 
X — b )nc 

oder X — b < — ^^ 

uc 

d. ii. CL < CH 

oder AL<AH. 

Aus der zweiten Gränze folgt 

X— - b (na 

oder X — b > -^^^ 

na 

d. h. CL > CK 

oder AL > AK. 
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Nimmt man ddh statt AC den gcDäherten Wertb AK als Wur- 
zel , zieht BK , legt an AK in K einen Winkel = ABK Diid 
sacht so fortfahrend die d" Potenz von AK, welche Lbie > AK , 
aber wieder kleiner als AF seyn wird, so lassen sieb durch ein 
ähnliches Verfahren, wie das erste Mal, zwei nene, engere Grun- 
zen bestimmen, zwischen welchen der wahre Werth der gesuch- 
ten Wurzel enthalten seyn mnss. Man wird sich also dem 
wahren Werth immer mehr nähern nnd der Fehler bald un- 
merklich seyn. • 

«. 24. 
Als ein besonderer wichtiger Fall des allgemeinen Pro- 
blems der Extrahining mit ganzen positiven Exponenten mnss 
die Aufgabe noch hervorgehoben werden, die Quadratwurzel 
aus der negativen Längeneinheit geometrisch darzu- 
stellen. 

Ist AM die Grundrichtung und AB 
= 4- 1, so ist AC = — 1 =\n\ 1. 
Man hat also, um die Quadratwurzel 
aus ac zu erhalten, nach der allgemei- 
nen Kegel den Bogen BDC zu halbiren, 
um die Sichtung der Wurzel zu erhalten, und die Quadrat- 
wurzel aus der absoluten Länge AC zu bestimmen, die in dem 
gegebenen Fall sich gleich bleibt. Man erhält somit 

* Aaf gleiche Weise iKnt eich Siiicb die Wortel einer' Zahl dnicb Rech- 
mug finden. Es sey x. B. VlOO — i. Kiniint m»n znerst 4 al« NUie- 
nujgBTFörthf »0 iit 

Nimmt man dann 4,18 »is Nthenmgiwerth, lo iit 
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oder V — l =ad* 

AlleLiDien also, der«D RichtQDg senkrecht aufderGrund- 
richtnDg steht, oder deren Relation durch das "'Torzeichen [pt| 
aasgedrückt wird, können arithmetisch durch den Faktor V — 1 
oder nach der Gauss'schen Bezeichnangsart durch den Buch- 
staben i bezeichnet Verden. 

Hiedurch rechtfertigt sich die schon früher (§. 6) ge- 
brauchte Benennung imaginäre Richtnngszahlen für die 
senkrecht auf der GruDdrichtaug stehenden Linien und ihre Be- 
zeichnung dnrch den Buchstaben i, und die ^'- *"- 
4 Hauptrichtungen lassen sich nun anch 
{vergL §. 10. Nr. 3) so bezeichnen: 

ab = -i-l 

ac = 4-"^— 1 
ad = — 1 
ae=:_V:3T. 



* Man hat den Beweis dieses «ichügen Satiei schon ans dem Lebr- 
sati der Oeomebie (Elem. 3, 31. 6, S) ableiten wollen, vonach jeder Fer- 
pendiktl in einem Halbkiei« die Diittlere Proportionale zwiiehen den beiden 
Abschnitten des DniehmesHn üt, «enacb alio auch beim Perpendikel im 
Centnim (Fig. 29) 

ab;ad = ad;ac' 

+ 1 :ad = ad: — 1 

nnd also a d = y — 1 

■eyn mnsB. Aber man sieht triebt , wie gegen diesen Beweis mit Beoht ein- 
gewendet weiden kaim, daia hier ein Satz, der fSr absolute L&Dgen bewieien 
worden ist, ohne Berechtigung auf Linien ausgedehnt wird, deren Riehtnngen 
dnrch Voneichen nntencUeden werden. AGt gleichem Bechte konnte man 
bei Jeden] andern RadiuB AS schlieiten 

-)- I : an = an : — t , 

aUo an = V^^l. 

Oder man kflnnte schliessen wollen 

AB = AC ' 
also anch +1 = — 1. 
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§. 26. _ 

Da maa an die Stelle des Vorzeichens |9>| immer auch das 
Vorzeichen fSlnir+y] setzen kann (wobei man für m je<je 
ganze Zahl mit Einschluss der Nnll nehmen darf), insofern durch 
Hinzufögung von einer oder mehreren ganzen Umdrehungen die 
Richtung einer Linie nicht verändert wird, (§. 5) — so kann 
man auch bei Wurzelausziehungen 



Vf^a = 



2m7r-f-9 



n 



a 



setzen. Aus dieser Formel ergibt sich aber, dass die Aufgabe 
der Wurzelausziehung nicht blos eine einzige Auflösung zulässt, 
indem dadurch, dass man für m verschiedene Werthe sezt, im 
Allgemeinen auch ^in verschiedener Werth der gesuchten 
Wurzel erhalten werden wird* Ob man aber gleich für m un- 
endlich viele verschiedene Werthe setzen kann, so geben doch 
nur die Werthe 0, 1, 2, .... (n — 1) wirklich verschiedene 
Richtungen der Wurzel, indem alle weitere Zahlen Richtongen 
geben, welche mit den schon früher gefundenen zusammenfallen. 
Daraus ergibt sich, der allgemeine Satz, dassdieZahlder 
Wurzeln immer gleich ist der Zahl der Einheiten im 
Wurzelexponenten. Da nämlich 



2m7r , 9 



a 



so sieht man leicht, dass die Werthe 0, 1, 2, . . . (n — l) für 
m nothwendig auch verschiedene Winkel geben, indem jeder 

folgende Winkel um — grösser wird, als der vorhergehende. 

Geht man aber weiter und sezt m == n, so erhält man 



2n7r , (p 
"r" + n 



2;r + 2 
' n 



n 



was also dieselbe Richtung anzeigt, die man schon für m = 
gehabt hat. Ebenso ist 

[ 2(n+l);r , y|_ 
n ^n "" 



2 TT 



y> 



n 



n 
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und gibt sIbo wieder dieselbe RichtoDg an, die man fSr m = 1 
geAinden hat. Auf gleiche Weise läeat es sich für alle weite- 
ren ^ertbe von m nachweisen, so dass also die Zahl der wirk- 
lich vei^hiedenen Wnrzeln auf n beschränkt ist. 
Geometrisch lassen sich ng. ii. 

sämnitliche Wurzeln sehr ein- 
fach darstellen. Soll z. B-, 
wenn AB die Gmndrichtnng 
ist , die 5" Wnrzel von ac 
constrnirt werden , so be- 
schreibe man ans A mit be- 
liebigem Halbmesser den 
Kreisbogen BD und nehme 
davonden5"-TheilBE. Zieht 
man nun A£ und macht AF 
gleich der 5"" Wurzel von der 
absoluten Länge der Linie AC, so ist 

af=VIF. 
Um die übrigen vier Wnrzeln zu erhalten, hat man nor einen 
Kreis aas A mit AF zu beschreiben, die Kreislinie von F aus 
in b gleiche Theile zu theilen und an die Theilnngspunkte die 
Radien AG, AH, AJ, AK zn ziehen. Sämmtlicbe 5 Wurzeln 
sind nun af, ag, ah, ai, ak. £s ist nämlich, leenn man 
AC = a, Winke! BAC = q> sezt, 

ac^fyla = [2mrt-j-y|a 



vz 



— 27? 



+fV1 



IVl 



m = 1 ag = i 



+fvi 




„ m = 4 ak= 4. — +^ V 



§■ 26. 

Es scheint der Mühe werth, vod dem allgemeinen, in §. 25 
nachgewiesenen Satz den Fall, wo die Zahl, aus i^elcher die 
n" Wurzel an sgezogen werden soll, ^ + l ist, noch einer be- 
sonderen Erörterung zu unterwerfen. 

Soll diese Zahl =: -j~ I seyn, so hat man in der allgemein 
neu Formel a = 1 nnd 9) = zu sezen. Man erhält dann 

und wenn man ans A mit dem Halbmesser AB = I einen Kreia 
beschreibt und die Peripherie von B ans in n gleiche Theile 
theilt, so stellen die an diese Theilungspunkte gezogenen Ra- 
dien die D verschiedenen Wurzeln aus -j- 1 dar. Sezt man z, E 
Fi(. n. rif. tt. 



1) n = 2, 80 ist 




ffir m = 


Vl=[öli = .b 


= 1 


= [S)l=ac 


2) n= 3,80 ist 




(ür m = 


V'l=(Öll =a 


= 1 


=II5;ii=. 


= 2 


=lHli=a 



3) 


n=' 


l, so rat 






für n 


1 = Vi 


=löl 1 






= 1 


= |)Sll 






= 2 


=Ri 






= 3 


=11^1 


.4) 


n=l 


), so ist 






für m = Vi 


=(»1.1 



= 1 =[fSll=ac 

= 2 =|j^l=ad 

= 3 ■ =(TSll=ae 

= 4 =11^1 =af. 

Ans der Conatructioit dieser Wurzelo ergibt sicli daQD 
auch leicht ein arithmetischer Ausdruck för jede derselben, 
indem man die Biehtungszahl zuerst als compleso -Zahl ans- 
drückt und sodann den reellen Theil als Cosinus, den imaginä- 
ren als Sinns des gegebenen Winliels berechnet. So findet 
sich^e;^B. 

V + i = j+i 

(-1 ■ 

VTl=(+i _ 

-i + VäV^ 

_ !-j-vTv-i 

V + i=(+l _. 

+ V-1 

+1 

Icos 72'' + isin 72' = + 0,309 + 0,961 V— 1 

cos 144" -I- i sin 144' = — 0,809 + 0,588 V—1 

'ios216''-j-isin216° = — 0,809 — 0,588 V — 1 

288''-i-isi4 288" = + 0,309 — 0,961 V—1. 



Soll aas — 1 die n" Warzel gezpgen Verden, so bat mmi 
in der allgemeinen Formel a ^ 1 nnd gi^ti zu setzen. Nde 
erlbält man 

und Bezt man 

1)^ = 2, so ist ' 

rürm = V'-i=\\n\l=a.d = 'i-V^\ 
= 1 ^|"|^I=ae^~V^I 



2) n = 3, so ist 

ffirm^O V'^ = [{^l=ad = i + iVT 

= 1 ' =[^ l = ac = — 1 ' 

. =2 ■^[^Fll^.ae-i-iVl 

3) D = 4, GO ist 

f!irin = V^=(}^l=ad = + VlH-iVT 

= 1 =|}5]l = .e = -Vi+iVi 

= 2 =|PIl = af = -Vi-iV4 

• = 3 =(ISII = ag = + V)-iV! 
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fürm = V-T==[i^l = ad 

= 1 =|47r|l =ae 

= 2 =|1^1 =ac 

= 3 =(|7?ll = af 

= 4 =f|^l=ag 

voraas sich dann die Wurzeln auch nach den Sätzen über das 
reguläre Fünfeck leicht berechnen lassen, nämlich 

ad = H- y^^^ + i \A^^ = +0,809+0,588 V-1 

ae = -V^ + i\/^=.-0,309+0,95lV=n 
ac= — 1 

af = -:^-iV^ = -0,309_0,95lV=T 

4 o ■ 

Man sieht, wie hier nur bei ungeraden Wurzelexponenten 
eine der Wurzeln reell wird, und zwar = — 1, bei geraden 
Wurzelexponenten dagegen alle imaginär oder complex sind. 
Die Construktion wird hier am ei^nfachsten, wenn man dieEreis- 
peripberie von B aus in 2n gleiche Theile theilt und dann an 
sämmtliche. ungerade Theilungspunkte Badien zieht. 



Viertes Kapitel. 

Oas natttrUclie Poteniiren nnd Logariihmisireii. 

§.27. 

Die all genieine Auflösung der Aufgabe des Potenzirens, 

wenn man sich dabei nicht, wie im vorigen Kapitel, auf positive 

ganze Exponenten beschränken will, fuhrt zunächst auf das 

sogenannte natürliche Potenziren. Um davon einen klaren 

3» 



Begriff geben zu kOnnen, scheint mir die Betrachtung der loga- 
rithmiscben Linie der einfachste Weg. Ich werde daher 
das hieher Bezügliche Qber diese Linie in diesem Kapitel knrz 
zasam menfassen . 

§. 28. 
Unter der logarithmischen Linie versteht man eine 
Kurve von der Art, dass, wenn man ans befiebigen paukten 
derselben auf eine in derselben Ebene gegebene gerade Linie 
Perpendikel fällt, jede zwei gleich weit von einander abstehende 
Perpendikel gleiches Verhältniss zu einander haben. Wenn z. B, 
Fi». «. AB = RS ist, 

Bb=:Rr;S8 seyn. 

iwei solche Perpendikel 
nnd ihr Abstand AB 

, 80 kann man dnrch 
Constmktion beliebig 

nkte der Kurve finden. 

ängere(Fig.41) die ab, 

die Verlängernng der 
AB in einem Pnnkte trifft, nnd schneide sowohl von O, als 
von B aus Stücke OP, PQ etc. und BC, CD etc. alle = AB ab. 
In den Punkten C, D etc. errichte man Perpendikel von unbe- 
stimmter Länge, ziehe die Pb und verlängere sie, bis sie den 
folgenden Perpendikel in c trifft, ziehe dann die Qc und ver- 
längere sie, bis sie den in D errichteten Perpendikel in d trifft, 
n.s.w. Die Punkte c, d etc. sindnun Pnnkte der Kurve, denn 
die Peipendikel stehen nach der Construktion gleich weit von 
einander und es verhält sich 

Äa : Bb = OA : OB — PB : PC = Bb : Cc. 
Aus gleichem Grundä ist Bb : Cc = Cc : Dd etc. 

um Zwischenpnnkte zu bestimmen, halbire maa jede die- 
ser Distanzen, AB, BC etc., errichte in jedem dieser Balbimngs- 
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pmitte ein Loth und mache es so gross, dasB es die mittlere 
Proportionale zwischen den beiden nächsten Perpendikeln ist. 
Dann sind nicht nnr -wieder die Distanzen von je zwei anf ein- 
ander folgenden Perpendikeln einander gleich, nämlich = j AB, 
soodero anch die Verhältnisse von je zwei solchen Perpendikeln 
. eioander gleich, nämlich = (Aa : Bb)''>. 



Hat man, auf diese Art fortfahrend, eine grossere Anzahl 
TOD Paukten der Kurve bestimmt, so kann man dieselben durch 
einen Zog mit freier Hand verbinden , nnd die kramme Linie, 
die man so erhält, wird um so genauer die logarithmische Linie 
darstellen, je mehr Punkte man vorher geometrisch bestimmt 
hat und je näher sie also an einander liegen. 

§.29. 
Diese Kmre hat ihren Namen logarithmische Linie 
daher, weil die Abschnitte auf MN (Fig. 42) mit den zugehöri- 
gen Peipendikeln ein bestimmtes logarithmisches System 
bildend Ffir diesen Zweck mnss man aber vor Allem die Längen- 
einheit und denjenigen Perpendikel kennen, dessen Länge ^ 1 
ist. Seinen Fussgunkt hat man als den Anfangspunkt der Ab- 
schnitte ZK betrachten, und der dem Abschnitt = -|- 1 zuge- 
hörige Perpendikel ist die Grundzahl (Basis) des Systems, 
für welches die Perpendikel die Zahlen (Numeri), die zuge- 
hörigen Abschnitte aber ihre Logarithmen darstellen. 



Um den AnEangBpoDkt Ä za flndeo, erricht« man in einem 
beliebigen Punkte R der MN einen Perpendikel RS = 1, ond 



riebe durch S die Sa ft MN. Schneidet diese die Enrve in a 
nnd man Hlllt das Loth aA aof MN, so ist Ä der Änfangsponkt 
der Abschnitte. 

Die Abschnitte von Ä an gerechnet, nennt man gewöhn- 
lich Abscissen, die Linie MK die AbsciBsenlinie nnd die den 
einzelnen Abschnitten zogehörigen Perpendikel Ordinaten. 

Wenn man nmi StQcke AB, BG, CD etc. alle = 1 auf- 
trägt, in ^esen Paukten Perpendikel Hb, Cc, Dd etc. errichtet 
und den ersten derselben Bb = p sezt, so ist, weil 
Aa :Bbl = Bb:Cc = Cc:Ddetc. 
1 : p 1 
. Aa =1 = p' 
Bb = p =p' 
Cc=p.p =p' 
Dd^p.p' =p' etc. 
daher fiir die Grundzahl Bb = p 

Log Aa ^ = Ä 
LogBb = 1 = AB 
LogCc =-2 = AC 
Log Dd = 3 = AD etc. 
Es gilt diese Übrigens nicht blos fSr solche Abscissen, 
welche ganze positive Zahlen darstellen , wie hier AB, AC, 
AD etc., sondern allgemein für jeden Abschnitt, er mag den 



Werth einer pOBitiveD oder negativen, ganzen, gebrochnen oder 
irrationalen Zahl habefi, vie eich diess leicht zeigen tässt. 

Theilt man z. B. AB := 1 in eine belie- pj«. o. 

bige Anzahl, z. B. n, gleicher Theile and zieht 
darch idie Theilungsponkte Perpendikel, so 
stehen je zwei auf einander folgende in glei- 
chem Verhältniss. Es ist also 
AT = iAB = - 

Aa:Tt = (Aa:Bb)" 
l:Tt=l :p- 
also Tt = p~ 

and für die Gmndzabl p 

AT = LogTt n. s. w. 
Wenn man daher im Allgememen eine Äbscisee = x nnd 
die zugehörige Ordinate = y sezt, so hat man als Gleichung 
der Kurve 

p» = y 
oder «'Logy = x. 

§.30. 

Wenn man an einem Punkt dei* Kurve i z. B. in a, eine 
Tangente zieht und diese verlängert bis sie die Abacissenlinie 
in einem Punkte 0" triffi, so ''*■ **■ 

heisst das Stück AO auf der 
Äbscissenlinie zwischen der 
Ordinate nnd der Tangente die 
Snbtangente. Die logarith- 
miscbe Linie hat nun die ihr 

eigenthttmliche Eigenschaft, dass in allen ihren Punkten, wäh- 
rend Ordinaten und Tangenten sich ändern, die Snbtan- 
gente immer von gleicher Grösse bleibt. 

Um diess {&i die beiden beliebigen Punkte a und b zu be- 



weisen, sey AO die SubtaDgente fBr a, BP fitr b. M&n nehme 
"«■ «■ nun die beiden Punkte C, D so, 

dass AC ^= BD, aber soLnaiie 
an A und B , da&s , wenn mu 
die Perpendikel Cc, Dd errich- 
tet, die Kurvenstflcke acbdals 
zusammenfallend mit der Tan- 
gente betrachtet werden dür- ' 
fen. Hienach kann man die 
Pankte c, d. sowohl als Funkte 
der Kurv6, als auch als Punkt« 
auf der Verlängerung der geraden Linien "Oa und Pb ansehen. 
Nach der Definition der Knrve , wonach die Verhältnisse von 
je zwei Squidistanten Ordinalen gleich sind, ist nun 

Äa:Cc = Bb;Dd 
also auch OA : OC = PB : PD (Elem. 6, 4) 

0A:AC = PB:BD(5,17) 
und da AC = BD (constr.) 

80 ist auch OA = PB. 

Da nun für jede logarithmiscbe Linie die Snbtangente 
eine constante Grösse ist, so sieht man leicht, dass von ihrer 
Grösse mich die Grösse der Grundzahl oder das durch die 
Kurve dargestellte logarithmische Sy- 
stem* abhängig ist. Ist A der Anfangs- 
punkt der Abscisse und Aa =: | , so 
druckt, wenn die Subtangente = AO, 
die gerade Linie Oa die Richtung aus, 
welche die Kurve in dem Punkte a hat, 
eiDe einfache Betrachtung derFigar 
zeigt, wie die Kurve mehr ansteigt, wenn 
die SubtaDgente kleiner ist, und weniger 
steigt, wenn sie grässerist, undwiealso 
auch die Grundzahl Bb, d. h. die Or- 
dinate zur Abscisse AB ^ 1 , grösser 
wird, wenn die Subtangente kleiber ist, und umgekehrt. 
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Als das einfachste logarithmische System zeigt sich hie- 
be! dasjenige, f&r welches die SubtaDgente = 1 ist. Man Dennt 
dieses System daher auch das natürliche und die Logarith- 
tnen der Zählen in diesem System die natürlichen Loga- 
rithmen. 

§. 31. 

Um die Grundzahl der natüriichen Logarithmen Bb, die 
man mit dem Buchstaben e zq bezeichnen pflegt, zu berechnen, 
nehme mau von der AB = 1 ein Stü"'- 

AB ;^= — und ziehe die Ordinate Rr. Ni 

n 
ist, wie schon §. 29 gezeigt wurde, 

Aa:Bb = (Aa:Rr)". 
Wenn aber AR so klein genommen wii 
dass der Punkt r zugleich auch anf der Ve 
läogerung der Tangente Oa befindlich b 
trachtet werden darf, wo dann n als uneni 
lieh grosse Zahl gedacht werden muss, 
ist gleichzeitig 

Aa:Rr=OA:OR 
und also auch Aa : Bb = (OA : OR)". 

Daraus folgt dann, weil OA als Snbtangente hier ^ 1, also 

OR = I + i, 

und folglich die Basis der natürlichen Logarithmen 



=0+D°' 



für'n = ci0. 

Wendet man, um den Zahlenwerth von e zu finden, auf 
diese Formel den binomischen Lehrsatz an, so erhält man ' 



+ 



'(n-l)(°-2) flY I 
1.2.3 V„J "^ ■ 
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aber, da n = oc, so ist 

n = n — l=n — 2 = n — 3 etc. 
also n(n — l) = n* 

n (n — 1) (n — 2) = n* etc. 
und somit 

^ = ^ + n + r:2 ^ n» + 17273 ^ n^ + •• • 

1 1 

'^^+^+r:2+iT273.+'" 



woraus s^b bei der wirklichen Berechnung findet 

e = 2,7l82818... 

§.32. 

Unter natürlichem Potenziren versteht man also nun 
die Aufsuchung einer Pote^z der Zahl e fü^ einen gegebenen 
Exponenten oder die Auflösung der Aufgabe 

e"' = x.' 

Ebenso versteht man unter dem nat&rlichen Loga- 
rithmisiren die Aufsuchung des natürlichen Logarithmen 
einer Zahl, d. h. die Auflösung der Aufgabe 

Log nat. a = X 
oder e' = a. 

Aufdieses natürliche Potenziren lässt sich* dann aber jedes 
andere Potenziren zurückführen. Hat man z. B. p" zu berech- 
nen, so sucht man zuer§t den natürlichen Logarithmen von p, 
und hat man so e' = p gefunden, so ist 

p» = (e')» = e'" ^ 
und die Aufgabe ist nun darauf zurückgeföhrt , die Zahl e auf 
die r X n** Potenz zu erheben. 

§. 33. ^ 

^ Die Anwendung von diesem natürlichen Potenziren auf 
Richtungszahlen erfordert noch den Beweis von folgendem 
Lehrsatz: 



Log nat ( 1 -|- - ) = - ffir D = 



Um diesen Satz za beveisen, sey Ä der Anfangspunkt der 
Abscisse^ Aa = l^ aM die Tangente in "'■ **■ 

a nnd also, da von natürlichen Logarith- 
men die Rede ist, die Snbtangente ASl 
= 1. Lässt man nnn die Abscisse, velche 
in A ^ ist, am einen unendlich kleinen 
Theil AB wachsen nnd ' errichtet in £ 
den Perpendikel £b, ab ist 

AB = LognatBb 
d. h. ac = Log nat (Aa •\- bc). 

Es darf nui aber anch der Pnnkt Jb der 
Enrve als nnendlich nah an dem Punk 
der Verlängerung der Tangente Ma liegend betrachtet werden, 
~ folglich ist 

MA:Aa = ac;bc. 
and da MA = Aa, anch ac = bc. 

Die Znn^unen von Ordinate nnd Abseisse oder vom Nnmeras 
nnd Logarithmen sind also hier gleich gross, oder wenn d eme . 

onendÜch grosse Zahl, also — eine nnendlich kleine Zahl be- 
zeichnet, so ist 

Log nat. (^1 +-J = - * 

* Es sollen Bpatwhin doich die einfache. VorEjilba 1 og immer diu die 
natflilichen Logarithmen bezeichnet werden, wahrend bei andern Loga- 
rithmen die Gnindzahl Dbei die Vorsylbe lag gesezt wwden wird, i.'B. für 
die gemeinep LogaritliiueD, daran OmodzaU 10 ist, 
'"log 2 = 0,30103. 



PÜnfiteH Kapitel. 

Da Potcnzinn, Extrahinn und LogaiiOiiniiireB 
mit BUhtugauUra ttberbrapt. 

§.34. 
Lehrsatz. Wenn man sich ans Ä mit AB =: 1 eineo 
Fit. 4>. Kreis beschrieben detakt, so ist jeda 

Halbmesser AC, welcher tun eineo Win- 
kel BAC = gi von der GnmdrichtDiig 
abweicht, eine oatörliche Potenz mit dem 
Exponenten y V— 1, d. h. es ist 

Beweis. Denkt man sich den Bogen BG in n gleiche 
Theile getheilt ondBDals einen solchen Theil, also BD = -y, 
so wird, wenn man die Zahl n nnendlich gross nimmt, der Theil 
BD unendlicb klein. In diesem ^all darf man annehmen, dass : 
der Bogen BD mit der Tangente des Kreises in B zusammen- 
fiillt, nnd somit ABD anch als ein geradliniges, beiB recht- 
winkliges Dreieck betrachten. Nnn ist 

ad='ab-|-bd 
also log ad ^ log (ab -|~ b^) 

=iog(i-i-bd). 

Wendet man hier deii §. 33 erwiesenen Satz an, wonach 

log ( 1 + - ) = - fBr n = CO, 

so erhält man, da bd auch eine unendlich kleine Grösse ist, 
Isgad^bd 

=lf\r^ (§-24), 

woraus dann weiter folgt 

nlbgad = <pV — 1. 
T' -^ 1. j |T~~1, 



also 


.d-=|-,|l=Wl = .c 


und somit 


n log ad = log (ad") = log 


folglich aacii 


logac = »V-l 


d. li. 


ac = e» *^^-^ 



.. 21.) 



§.35. 
Gibt maD io der allgemeinen Formet des vorigen §., wonach 
logac ^logfyjl =gjV — -1, 
dem Bogen 9) bestimmte Werthe, so erhält man folgende, oft 
in Anwendung kommende Gleichungen: 

logV^l- =logfirtll=i7iV^=T 
log — 1 =log[^l =7tV^l 
log.-V-l=log||;Fll=i;rV— 1 
oder anders ausgedrückt: 

Auch ist man durch die Formel 

aC = |yl 1 = e« *^ ~ ^ 

im Stande, jede Ricbtnngszahl figw . ■ 

am ^fjilr 
aufeine andere, höchst fruchtbare Wetee 
auszudrücken. Da nämlich eine Rich- 
tongszabl auch als Produkt einer ab- 
Bolnten Zahl mit einer relativen Ein- 
heit betrachtet werden kann (§. 17), 
80 ist am = ac X AM 
d.h. f^r = e»^^Xr. 



Um den nat&rlichen Logarithmen einer Linie ac = |<ipjl 
gTapliisch darzustellen, hat tatta hienach nnr in A ein Loth 
Fit- 6t. ■ auf AB zn errichten und ^demselben eine 

solche Länge zn geben, das8 AM dem 
Kreisbogen BG gleich wird. Dann ist 
logac^^am. 
DiesB erfordert nun freilich die Rek- 
' tifikation der Kreislinie, eine Anfgabe, die 
bekanntlich auf rein geometrischem Wege 
nicht gelöst werden kann. Ist der Bogen 
BO als Zahl in Theilen des Halbmessers 
j[egeben, so lässt sich AM einfach mit 
Hülfe eines Massstabs auftragen. Ist dagegen der Bogen nur 
auf dem Papier gegeben , so hat man zuerst den Winkel BAG 
mit dem lYansportenr zn messen und daraus, wenn er in Gr3> 
den ausgedrückt =^ ^ gefunden wurde, die liänge des Kreis- 
bogens 

"0 = 515.» 

ZU berechnen , um dieselbe sodann mit Httlfe eines Massstabs 
(den Halbmesser AB = 1 genommen) auf das in A errichtet« 
Loth aufzutragen. 

Statt den Winkel mit dem Transporteur zu messen, kaan 
man auch, was in der Regel ein genaueres Resultat geben wird, 
zuerst die Tangente des Winkels BD oder die Cborde BC mes- 
sen und daraus dann mit Hülfe von Tangenten- oder Chorden- 
tafeln die Länge-des Bogens entnehmen. 

Eine sehr einfache Construktion, um einen gegebenen! 
Kreisbogen näherungsweise zu rektificiren, hat Scheffler ii 
Grunerts Archiv (Bd. 13, S. 422) ajigegeben. 

Es sey Bogen AB gegeben, so verlängere man denDA-ch- 
messer AN, so dass AO =: 2 AN, ziehe in A die Tangente AT, 
beschreibe ans N mit NA und aus O mit OA Kreise , ziehe dil 
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Chorden AB, NB^ verlängere leztere bis C, ziehe die Chorden 
! AC, OC, verläDgere leztere bis D und Fig. m. 

ziehe die Chorde AD. Hier sind nun 
die Bögen AB, AC gleich, denn lez- 
terer gehört eiaem Kreise an , dessen 
Halbmesser doj^elt so gross ist (AN 
= 2 AM), während sein Mittelpnnkts- 
vinkel nor halb so gross ist (ANC = 
) AMB). Aus gleichem Grunde ist 
Bog, AC = Bog. AD. Die geraden 
Unien AB, AC, AD etc. sind also die 
Nähemngswerthe des Bogens AB. 

Um aber diese Construktioa bis 
'zu dem gewfinschten Grad von An- 

nähernng fortsetzen ' zu können, ohne fortwährend grössere 
Kreise beschreiben zu müssen, was schon durch die Gränzen 
des Papiers bald unmöglich gemacht wird , darf man nur in 
Betracht ziehen^ dass 

^kl BAT = N (Elem. 3, 32) 
Wkl CAT = (3, 32) 
und da N — 2 (3, 20) 

Bo ist auch BAT = 2 CAT 

und wie Wk.1 BAT dnrch AC halbirt ist, so auch Wkl CAT 
durch AD etc. Ferner sind die Winkel ABC, ACD etc. Rechte 
als Nebenwinkel von Winkeln im Halbkreis. . 

Man kann also die geraden Linien AC, AD etc. ohne Kreise 
durch folgende Constroction (Fig. 53) erhalten. Man halbirt den 
Winkel BAT durch AC, den Winkel CAT durch AD, den Wm- 
kelDAT durch AE etc. Sodann errichtet man auf AB m B 
einen Perpendikel, welcher AC in C treffe, -auf AC in C einen 
Perpendikel, welcher AD in D treffe, auf AD in D einen Per- 
pendikel, welcher AE inE treffe, n.s.w. Hört man nun irgend- 
wo auf, z. B. bei AE, so weiss man, dass AE kleiner als 
der Bogen AB ist; wenn man aber auf AE in E einen Perpen- 
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''*■ *■■ dikel errichtet, wel- 

cher die Tangente 
AT in F trifft, so 
ist AF grösser 
als .der Bogen AB. 
Um Lezteres zn 
beweisen, darf man 
nur in E eine Tan- 
gente EG. an dea 
(hier nicht gezeich- 
neten) Bogen AE ziehen, indem nun AF ^ der Snmme der 
beiden Tangenten AG und GE ist, welche den Bogen AE ein- 
schliessen und also zusammen grösser, als der Bogen sind. 
(Archimeds Kreismessnng. Grnndsatz 2). Da somit 
Fi,. M._ Bogen AB > AE 

< AF, 
)0 kennt man die Gränzen, innerhalb welcher die 
Länge des Kreisbogens liegt. 

Die Aufgabe des Logarithmisirens ist übrigens 
;ine unbestimmte, indem sie eine unzählige Zahl 
'on Aufläsnngen znlässt. Der Abweicfaungs winket 
3AG lässt sich nämlich atlgetnein durch 2 m ti -|- 7 
luadrücken (§( 5). Man hat also auch 
log ac = (2 m TT + y) V — 1 
ind kann hier für m jede positive oder negative 
^anze Zahl (mit Einschlnss der Null) setzen, vodarcb 
(War die Richtung des Logarithmen nicht geändert 
irird, aber unendlich verschiedene absolute Längen 
srhaHen werden. 

Hat man daher bei der graphischen Dustel- 
lung AM = Bogen BC genommen und trägt nun 
von M ans aufwärts oder abwärts, so oft man will, 
Längen = 2 rr auf, so entsprechen alte diese Längen 



sowohl AN, AO etc., a)s AR, AS etc., der Aufgabe auf gleiche 
Weise, wie AM, . 



= ao etc. 
uDd man sieht leicht, wie auch dem Logarithmeu der positivea 
Einheit, ausser dem Werthe = 0, noch unendlich viele imagi- 
näre Werthe zukommen. Es ist nämlich auch hier ^' "■ 

log 1 = log [2^^ 1 = 2 m TT V^T. 
Trägt man also auf die Senkrechte AC, von A aus 
aufwärts imd abwärts, beliebig viele Längen AD, DE etc. 
^ Z 71 auf, so stellt jede dieser Linien ad, ae etc. 
einen der imagin&ren Werthe von log 1 dar. 



Nach dem Bisherigen hat nnn die graphische 
Aoflösong folgender 5 Aufgaben fiher Potenzimng, 
Eztrahiruog und Logaritbmisirong mit Richtnngs- 
zahlen keine Schwierigkeit mehr.' 
Aufgabe 1. 

Wenn der natürliche Numerus gegeben ist, den zuge- 
hörigen Logarithmen zu finden, Fig. «e. 
log[ä]a = x. 

Auflösung. Es sey ad der gege- 
bene Numerus, AB die Grundrichtung. 
Man beschreibe, wenn AB = 1 ist, mit 
der Weite AB den Kreisbogen BC, er- 
richte in A ein Loth auf AB und jnache 
AF. = dem Bogen BC. Sodanu ziehe 
man durch E die EF # AB und mache 
EG = log AD, so ist ag der natör- 
Ifche Logarithme von ad. 

Beweis. Es ist 



1 
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ag = ae + ©g 

= log ac + log AD (§. 34) . 

= log (ac X AD) 

d. h. ag == log ad 

In allgemeinen Zeichen ausgedrückt erhält man, 

logf;ria = log(aXf^l) 

= loga + log|a|l 

= loga + aVi — 1. 
Sezt man in der Figur 

AG = b 
Wkl BAG = xjj, 
so erhält man auch 

logfala = |V^|b, 
wobei AE a 

'«'^^EG^i^ 



b = VAE^ + EG' 



= Va»-floga'. 
Bestimmung. Da hienach 

log l«] a = log \a] 1 + log a, 
zu log \a\ 1 aber. Wie §. 37 gezeigt wurde, unendlich viele Werthe 
gehören, so gehören auch zu log[a]a unendlich viele Werthe 
und die Aufgabe ist folglich eine unbestimmte. Dabei sezt die 
Auflösung dieser Aufgabe log a, d. h. den natürlichen Logarith- 
men der absoluten Zahl a, als gegeben voraus, indem man ihi 
entweder aus der logistischen Linie, deren Grundzahl = e 
oder aus Tafeln entnehii&en kann. 

Aufgabe 2. 

Wenn der natürliche Logarithme geget)en ist, den zu 
gehörigen Numerus zu finden. 

Nnm.log|^m = x. . 
Auflöisung. Es sey nun umgekehrt der Logarithme a 
gegeben. Um den zugehörigen Numerus zu finden, falle ma 
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von G anf die GrqndrichtDDg AB das Loth "'■ *'■ 

GH und beschreibe mit der Weite AB = 1 
einen Kreisbogen, von welchem man ein 
StSck BC = GH nimmt. Zieht man non 
AC nnd gibt diesem Strahl eine Länge AD 
= Nnm. Log AH, so ist 

a d = Nnm. Log ag. 
Beweis. Es ist 
ad = ac X AD 

= (Nnm. Log hg) (Nnm. Log ah) (§. 34) 
= Nnm, Log (ah + hg) 
d. h. ad = Nnm. Log ag. 
Sezt man hier 

I ad = |a|a 

80 erhält man in allgemeinen Zeichen aasgedrückt 

Nnm, Log f^ m = fö] a, 
wobei « = Bogen BC = GH = m sin <p 

I a — AD = Nnm. Log AH 

= Nnm. Log (m cos ^). 
Mit dieser Anfgabe ist das natürliche Poteoziren relativer 
Zahlen anfgelöst, d.h. eine Potenz von e finden, wenn der ge- 
gebene Exponent eine Richtnngszahl ist. 
Anfgabe 3. 
Wenn Wurzel und E^onent gegeben sind, die Potenz 
ZD finden, 

((?lb)"-=:>. 
Anfldsung. Es sey ac die gegebene Wnrzel (Grund- 
zahl oder Basis), ad der gegebene Exponent, AR die Gnud- 
I richtong, AB = 1 und man beschreibe ans A mit AB einen 
Creisbogen, velcher die AC in E, die AD in F trefie. Man 
1 ziehe nnn AQ senkrecht anf AB, mache AG = dem Bogen 
, BE, ziehe durch G eine Parallele mit AB und nehme aiif ihr 
I GH = Log AC, ^0 ist (nach Aufgabe 1) ah = Log ac. 



BO = MN und verlängere AO s 
so ist ap ^ a' 

Beweis, Es ist 
ap = AP X s 



Man verlängere nua 
AH bis zam Kreisbogeo 
io J, ziehe durch H die 
HK tt JD, nehme den 
Bogen JL = Bogen BF 
und verlängere AL, so 
dass AM = AK, so ist 
(nach §. 16) 

am = ad X ah. 

Endlich fälle man von 

M aus das Loth MN anf 

AR, nehme den Bogen 

, daj!8 AP — Kum. Log AN, 



— (Num.Logan)(Num.LogBOV— 1) 
= (Num. Log an) (Nnm. Log nm) 
= Nnm. Log(aM +nm) = Nnm.Logam 
= Num. Log (ad X ah) 

p = e«^X.d. 

' = (e'*)"', und da e"^ = ae. 



Nach den allgemehien Regelo der Patenirechnnpg: erhalt mau 




Noin. Log (ad X Log ac). 

In dem ipewellen Fall, wenn die Wurzel 
AC =^ a poBitiv nnd der Erpooent = V — 1 
iit, mftcht man qdt AF = Log AC, nimmt den 
Bogen BG = AF nnd lieht AG. Kon i« 

= ag{S.34). 
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Aufgabe 4. 
Wenn Potenz nnd Exponent gegeben sind, die Wurzel 
m finden. 

lV|m 

■ V|^. = ,. 

Auflösung. Es sey ac die gegebene Potenz, ad der 
gegebene Ex- "»■ **■ 

ponent,ABdie 
Gniodrich- 
.tnng und man 
beschreibe aus 
A mit der 
Weite AB =1 
einen Kreis- 
bogen , wel- 
cher die AC 
inE, die AD 
in F treffe. 
A errichte 

man auf Aß das Loth AG = dem Bogen BE, ziehe GH # AB 
und mache GH ^ Log AC. Nun ist ah := Log ac. 

Zieht man nun durch F die FL ^ DH, schneidet Bog. 
JK = Bog. BF ab, verlängert den Strahl AK, bis AM = AL, 
so ist am^= ah: ad. 

Endlich ßlUe mau das Loth MN, nehme den Bogen BO 
= MN und verlängere den Strahl AO, bis AP = Num. Log an, * 

so ist ap = Vac. 

Beweis. Es ist 

ap — AP X ao ^ 

= (Nnm. Log an) (Nui 



.LogBOV-l) 



* Die Linie AP «olhe in beitteheuder Figur *iel tliiger geisichnet leyn, 
*u dea Ramnai vegsn nntetblMb. IM DSmlich AB = 1, AN = 1,6, so rauss 
AP = N'am. Log 1,6 = 5 genommen werden. 



^ 
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=: (Nnm. Logan)(Ifiim.LogDiii) 
= Nnm. Log (an + n m) 
= Nnm. Log am 
== Nnm. Log (ah : ad) 
d.h. ap = e"'»*' = V^ 
und da ah =^ Log ac, also e*"" = ac, 
so ist auch ap^V^c* 

Aufgabe 5. 
Weun Potenz und Wurzel gegeben sind, den Exponen- 
ten oder Logarithmen za finden. 
I?lb ^ 

Log[^a = x. 
Aufgabe. Es sey ad die gegebene Potenz, ac diegege- 

^''- "■ bene Wurzel, 

AB die Grund- 
richtung nnd 
man beschreibe 
aus A mit der 
Weite AB = 1 
einen Kreisbo- 
gen, welcher die 
ACinE.dieAD 
in F treffe. Nun 
mache man das 
' Loth AG = Bo- 

gen BE, sodann 
mit AB parallel 
* Uaccb ADTendung des gewShnlichen AlKorithmas etli&lt man 

Logx = LogXic'J = Log ac; ad 
xl = KniD. Log (Log ac :ad). 

apj 
DieAu^abelftutnehaucb leicht auf die Tarbe>gebeiide)iarÜckfiihreii,iiiKOIeni 
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die GH = Log AC; ebenso das Loth ÄJ = Bogen BF nnd 
mit AB parallel die JK = Log AD, so ist 
ah ^= Log ac 
ak ^ Log ad. 
Man verlängere AH bis M, ziehe darch M die MO ü HS, 
nehme den Bogen BN = Bog. ML, ziehe AN und mache AP 
= AO, so ist 

ap — '"Log ad. 
Beweis. Es ist 

ap = fBN]AP = [MLlAQ 

, AO , : , AK 

= |BL— BM|;^ = |BL-BM|;^ 

= fBLlAK:fBM)AH (§.18). 
= ak:ah 

ah . ap ^ ak 

(e"')'P = e'* 

Hieraus ergibt sich, da nach der Constmction - 

ah = Log ac, also e'* = ac 

ak ^ Log ad, also e"^^ad, 

ac'» = ad 

oder ''Logad^ap. • 



iit. Zn diesem Zveek hat man diu tui AB io A nach 
der cDtgegengetezten Seite hin einen Winkel BAQ 
= BAD aninlegen nnd duch F die FR ^ DQ cn 



Nach dem allgemeinen Algorithmm uC, n 



iLogac = Log ad 



ftpl 
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§.39. 

Da die 3 lezten Aufgaben die Aufgabe 1 voraussetzen, 
leztere aber eine unendliche Zähl von Auflösungen zulässt, so 
gilt das Gleiche auch von den Aufgaben '3, 4 und 5. Beson- 
dere Fällig ausgenommen, wird man aber immer diejenige Auf- 
lösung nehmen, bei welcher der kleinste Werth des Abwei- 
chungswinkels in Rechnung genommen wird, d. h. wo m = 

in dem allgemeinen Ausdruck |2m7r + 5p] g^sezt wird. 

Im üebrigen ist aus den Auflösungen dieser Aufgaben 
-ersichtlich, dass sie zweierlei voraussetzen, nämlich: 

1) zu einem gegebenen Kreisbogen eine gleich grosse ge- 
rade Linie zu zeichnen, und umgekehrt; 

2) zu jeder gegebenen absoluten Zahl oder Linie den 
zugehörigen natürlichen Logarithmen anzugeben, und umgekehrt. 

Beides lässt sich nicht mit Lineal und Zirkel allein bewerk- 
stelligen, und insofern gehören die Auflösungen dieser Aufgaben 
nicht zu den rein geometrischen, sondern zu den sogenannten 
mechanischen. 



r 






Zweiter Abschnitt 

Anwendungen der Rechnung mit Richtungszahlen 
auf verschiedene matheiöatische Sätze und Aufgaben. 



I* AnnvewkAuvLigewk In der Arithmetik. 

§.40. 

Zunächst ist es das ganze Kapitel aus der allgemeinen 
Arithmetik über die Rechnung mit imaginären und com- 
plexen Zahlen, was in der Rechnung mit Richtungszahlen 
seine natürliche Begründung findet. Um diess zu zeigen, wird 
es nöthig seyn, wenigstens die Hauptsätze hier kurz zusammen 
zu stellen. 

. 1) Aus derallgemeinen Potenzenrechnung ergeben sich, wenn 

man die jezt gewöhnliche Bezeichnung für V — 1 durch den 
Buchstaben i beibehält, 

' i»=— 1 i«=— 1 



1 



s 



_V-~i i^ = _V— 1 



i*= + l i»~ + l 

oder allgemein i** = + 1 



i'4n 



1 



+V= + V— 1 



J4nH-2-_._ 1 



;4ii 



1 



+ 8^_V_1 



Um diess durch Zeichnung nachzuweisen, sey AB die 
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GrundrichtnDg, CE senkrecht ttaranf. Be- 
schreibt man nua aas Ä mit dem Halbmes- 
ser AB = 1 einen Kreis, so ist (nach §. 24) • 



und man sieht leicht, da die Erhebnng auf 
die 2*', 3*", 4*" etc. Potenz eme Verdoppinng, 
Verdreifachnug , Vervierfachung des Richtungswinkels erfor- 
dert, dass man erh&lt 

ac' = ad oder i* = — 1 



ac* ^ ad i* ^ — 1 etc. 

2) Sowohl die Summe als das Produkt zweier conjugtr- 
ter Zahlen ist reell, nämlich 

(m + ni) -|- (m — ni) = 2 m 
(m-^-ni) X (m — ni) = m'-|-n'. 
Die Summe zweier Quadrate m'-|-n* läset sich also immer 
in zwei imaginäre Faktoren zerlegen. 

Nimmt man, um diess durch Constrnction zu veran- 
schaulichen, in der Grundrichtung AB die AC = m, senkrecht 

darauf -,_ j = n und macht 

CF = AC, so dass also 
DF # und = AE, so ist 
ad — m-|-ni 
ae =m — ni 
und man hat nun 
ad-|-ae = ad-l-df=af 

* leb will bieT wiedertiolea, vu ich schon g. 3 angegeben habe, dau 
die Linien, wenn sie mit kleinen laceinischen Buchstaben geschrieben sind, 
immer sJa Richtangszahlen genommen Verden diUbmd , wShiend sie mit 
grossen lateinischen BDchstaben, wie in der Pigor, geschrieben als absoiate 
'^Khlen oder nach der Grondiicbtong gezogen g 



d. h. (m + ni) + (m — ni) = 2 m, 

und nach §. 17, Nro 3 

adX ae=ÄD = ÄCH-CD 
d. h, (m+ni)(m — ni) = m^-j-n'. 

3) Zwei complexe Zahlen m~{-Di und o-f-pi können 
einander nar gleich seyn, veno sie identisch sind, d. h. venn 
m ^ und n ^ p ist. 

Um diess mit Hülfe der Richtnngszahlen zu bewei- 
sen, driiclte man jede der beiden cotnplexen Zahlen als Rich- 
tungszabl (nach §. 11) ans. Ist nämlich AB die Grimdrtch- 
timg, so nehme man AC ^ m und 
senkrecht darauf CD = n. , Nun 
ist ad^ ac-f-cd^ m + ui. 
Nun ziehe man durch einen be- 
liebigen Punkt E die EF fl: AB, 
so dass EF gleichfalls die Grund- 
richtung darstellt. Nimmt man 
dann EG- ^ o und senkrecht dar- 
auf GH = p, ßo ist auch hier 

eh = eg-}-gh^=o-|-pi. 
Sollen nun (ex hyp.) die beiden complexen Zahlen gleich seyn, 
so müssen auch die beiden Richtungazahlen ad und eh gleich 
seyn. Lezteres sezt aber voraus, dass "sie sowohl gleiche abso- 
lute Länge, als auch gleiche Richtung haben. Es muss also 
in den beiden rechtwinkligen Dreiecken 
AD = EH 
«nd Wkl A = 'V™E 
seyn, woraus deijn folgt (Elem. 1, 26): 

AC = EG oder m = o 
und CD = GH „ n=p. 

4) Sollen zwei complexe Zahlen m -|- n i und p -|- p i mul- 
tiplicirt werden, so ist das Produkt 

= (mo — np)-|-{mp-|-no)i. ^ 
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igsregel durch Richtungszahlen zu be- 
ir die beiden complexeir Zahlen als Rich- 
man 

AB^m AD = o 
BC = n DE = p 

macht, so dass nun 

ac = m + ni 
ae=:o+pi 
ist. Trägt man nnu ao £A in A einen 
Winkel EAF = BAC an, macht AF 
= AC X AE nnd fallt das Loth FG 
auf die Grundrichtung, so ist (nach 
(o + pi) = af=ag + gf. 
Tauf den trigonometrischen Satz an, 

I ^ cos a cos b — sin a sin b ' 
< =: sin a cos b -j- cos a sin b, 
tel GAF = BAC + DAE hat, so er- 



A(J -^ AE AC '^ AE 

r.) AF = AC X AE, man erhält also 

iider Gleichungen 

ABX AD — BCXDE 

m.o— n.p. 

ch Anwendung der Sinusformet 

bc ad ab_de 
ic'ae~'"ac^ae 

F = AC X AE, 
BCXAD + ABXDE 
no + mp. 

hpi) = ag + gf' 

= (mo — np)-f (mp + no)i. 



5) Solleo zwei complexe Zshlec m -|- 1 i und o + p i divi- 
dirt werden, so ist der Quotient 

o' + p* ' 
Beweis. Construirt man die 
beiden gegebenen compl exen Zahlen 
wieder, wie vorher, macht Wkl CAF 

= Wkl DAE, AF = ^ u 
das Loth FG, so ist 

m-f-ni ac „ , , 

— ~-^ = — = &(= Ag 4- gf. 
o-J-pi ae * ' * 

Wendet man hierauf den trigo- 
nometrischen Satz an, wonach 

cos (a — b) = cos a cos b + sin a sin b 
sin (a — b) = sin a cos b — cos a sin b, 
insofern hier 

Wkl TAG = Wkl GAB — Wkl EAD 
ist, so erhält man 

ÄF * AC AE ^^ AC ^ AE 
FG_BC AD__AB ^ 
* AF "^ AC AE AC AE 
und durch Multiplication mit der Gleichung 

AF = -r= (constr.) 



AE* 
BCX AD 



AE%=AD +DE {Elem. 1,47) 

= o* + p'. 
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m-f-ni I c ■ 

7+ü = '« + 8f 

mo + np . no — mp . 

- o. + p. + „. + p. ■'■ 
6) Soll ans einer complexen Zahl m-j-ni die Quadrat- 
wurzel aasgezogen werden, so ist 

^^■^ Beweis. Es sey AB die 

GniDdrichtung, ÄC = m, CD = n, 
AE = 1, AF = VÄ5, Wld DAB 
darcb AG lialbirt nnd AG = AF 
genommeD. Hier ist Dnn (nacli 
§■ 22) Vld = ag 
oder Vm-{-Di ~ah + lig. 
Aber 

AD : DK = AO : CK (Elem. 6, 3) 
ADJ-AC:)DK+KO = AC;CK = AH:HG 

JDC _ _ 

(AD + AC)';JDC' =AH':HG' 

|AD' — AC' 

(AD + AC)' : (AD + AC) (AD — AC) = AH" : HG' 
AD±AO^AD-AC^jg.^gg. 

^5±AC,AD = ÄH':1ÄH- + HG'' 
^ lÄG' 

\/^±^:VÄD = AH.AG 
Mglioli AH= V :^2jL*<:^„i]yAD = AG. 



€3 



Aaf dieselbe Weise lässt sich zeigen, dass 

'^ 2 

nnd man erhält also 

V m -|- ni= ah -|- hg 



_\/ AD+ÄC V/AD — AC 



Xi 



oder da 



2 • ■ '^ 2 

AD = Vm* + n* 
AC=im, 



' §• 41. • 

Aucli die nach Moivre benannten Gleichungen: 
(r (co& 9 + i sin y))" = r" (cos n 9 -f- 1 s^D '^ y) 

Vr (cos y + i sin y) = Vr (cos — + ^ sin —j 

lassen sich fast unmittelbar ans den Regehi'des Potenzirens 
lind Extrahirens von Richtongszahlen ableiten. 

Nach §.11 ist nämlich r (cos 9) 4~ ^ sin 9) der Ausdruck 
für eine Richtungszahl , deren absolute Länge = r und deren 
Richtungswinkel = g> ist. Es ist daher 

r (cos g) + i sin y) = f^] r, 
also nach §.21 ^ 

r (cos 5p + i sin y )° =; | n y | r" 

= r" (cos n y -j- i sin n q>). 
Ebenso ist (nach §. 22) 



V r (coj5 5p + i sin y ) = 



1 

n 



n 

v 



= Vr i cos ^ + i sin — f. 



L 
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§. 42. 
Lehrsatz. Die Summe sämmtlicher d Wurzeln, die 
man erhält, wenn man aus irgend ei^er positiven Zahl a die 
ii" Wurzel zieht, ist immer = 0, ihr Produkt aber := + a, 
nämlich = -j- a, wenn n eine ungerade Zahl ist, und = — a, 
wenn n eine gerade Zahl ist. 

Beweis. Um zu beweisen, dassdie Summesämmtlicher 
11 Wurzeln ^= ist, coustruire man nach dem §. 25 beschrie- 
benen Veriahren dien Wur- 
zeln. JederdernRadienab, 
sc, ad etc. stellt nun eine 
dieser Wurzeln , nämlich 
Va, dar. ^ Zeichnet man 
sodann über AB ein regulä- 
res Polygon von n Seiten, 
so sieht man leicht, dassjede 
Polygonaeite mit einem der 
Radien parallel läuft, und 
zwar in gleichem Sinn, 
wenn mau die Polygonseiten 
ab, bi etc. aneinander fort- 

2™ 
zählt. Jeder Aussenwinkel des Polygons ist nämlich = — 

und ebenso steht jeder Radius vom vorhergehenden um einen 

2rt 
Winket = — ab. Es ist also 



WkIJBO =: Wkl CAB. 
folglich BJ n AC. Ferner ist 

WklKJP = WklDAC, 
und da JP ft AC (Bew.), so ist nun auch JK ft AD u. s. w. 
Da nun auch die Polygonseiten den Radien gleich sind, 
so ist die Summe sämmtlicherRadicn gleich der Summe sämmt- 
licher Polygonseiten. Die sämmtiichen Polygonseiten bilden 
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aber (io dem angegebenen Sinn genommen) eine einzige gebro- 
chene Linie, deren Endpunkt mit dem Anfangspunkt A zusam- 
menfallt, und folglich ist ihre Richtungssnmme = 0. 

Was das Produkt sämmtlicher n Wurzeln betriflft, so ist, da 



n __ » ." _ 



für nj = 



r> n 



= 1 



2n 

m. — 
n 


n 

Va, 


• 


11 
Va- ■ 


n 


1 ' . 


n 



VI 



Vä 



r> » 



=.n — 1 „ = 



(n— 1) 



2 TT 



n 



das Produkt dieser n "V^urzeln also 



MM 

Vä, 



[0 + 1 + 2+.. . + (n-l)] 



2n 



n 



a 



's . 



= |(n--l)7r|a, 
was, wenn n ungerad, = + a 
und wenn n gerad, = — a ist. . 

Auf andere Weise lässt siteh der.Beweis für Lezterös fah- 
ren, wenn man berücksichtiget^ wie je zwei von den Wurzeln, 
welche um gleich viel, aber nach entgegengesetzten Seiten, von 
der Grundrichtung abstehen, als conjugirte Zahlen (§. 17) 

ein reelles positives I^rodukt = (V a) * geben. Ist nun die 

Zahl der Wurzeln n ungerade so hat man — - — solcher 
Wurzelpaare und ihr Produkt also 

• =(vr)'^'=(vä)--'. 

was, wenn man es noch mit der positiven Wurzel multiplicirt, 

Riecke, die Rechnaoip mit Richtungssahlen. ^ 
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( VD"^' X Vä = (VD" = + a 

gibt. Ist dagegen n eine gerade Zahl, so ist die Zahl der 

Wnrzelpaare , welche conjugirte Zahlen bilden , weil die bei- 

n — 2 
den reellen Wurzeln kein solches Paar * bilden, nur = — - — , 

z 

ihr Produkt also 

n n — I n 

Dieses muss dann noch multiplicirt werden mit der positiven 

n n 

Wurzel V^ und mit der negativen — V a und man erhält das 
ganze Produkt 

= -(Vl)" = -a. 

Beide Sätze gelten auch, wenn man statt -|~ a irgend eine 
beliebige Ricfatuügszahl |^ a nimmt. Auch hier ist die Summe 
sämmtlicher n Wurzeln = 0, und das Produkt derselben für 
ein ungerades n ist = fy] a , fdr ein gerades = |7r-|-y| a. Der 
Beweis ist ganz derselbe, wie oben. 

F&r die spätere Anwendung (§ 43) will ich hier den erste- 
ren Satz ohne Bücksicht auf Wurzelausziehung auch so aus- 
drucken: 

Wenn man die Peripherie eines Kreises in eine beliebige 
Anzahl gleichet Theile theilt und an alle Theilungspunkte Ra- 
dien zieht, so. ist die Summ 6 dieser Radien, dieselben als 
Richtungszahlen betfachtet, immer = 0. 

§.43. 

Noch allgemeiner lässt sich zeigen, dass, weni^ man aus einer 
Zahl a, die n^ Wurzel zieht, n^cht nur die Summe der einzelnes 
n Wurzeln, sondern auch die Summe der Produkte von je zwei 
dieser Wurzeln (Summe der Binionen), die Summe der 
Produkte von je drei dieser Wurzeln (Summe der TAnio- 
nen) etc. = ist. 



r 
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Es sind nämlich die n Werthe von V a nach dem Vorigen 

1. [ÖjVä 

» _ 
Va, 



1 


271 

D 


2. 


27r 

n 



Va 



n — 1 




(n-1). 



2 Tri *"/— 
V a 



Aus diesen n Elementen ergeben sich^ wenn man je zVei mit 
einander nmltiplicirt, — ^z — ^— ^ Binionen. J^des einzelne Pro- 



> !•*- 



dnkt erhält dabei seinen Richtungswinkel durch Sumihirung der 
Richtungswinkel» welche seine beiden Faktoren haben, alle aber 

n 

erhalten denselben absoluten Werth = V a . Bei Summirung 
von je zwei Richtungswinkeln ist der kleihste Werth, den man 
erhält, 



n 



n 



der grösste Werth ist 

(n — 2) h-(n— l)--- = (2n — 3) — 

'^ n n n 

und da hiebei Winkel vorkommen , die grösser als ein ganzer 
Umkreis sind und also gleiche Richtung anzeigen , wie andere 
vaxi2n kleinere Winkel, so hat man zunächst die Aufgabe, zu 
bestimmen, wie gross die Zahl derjenigen Binionen ist, die glei- 
chen oder nur um 2 tt verschiedene Richtungswinkel haben. 
Es sey nun 

1) die Zahl n ungerad. 

5* 
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Hier ergibt sich nach der Regel der Gombinationen ohne Wie- 
derholungen zu bestimmten Summen (Lorenz, Lehrbegriflf der 
Syntaktik. S. 165) die Zahl der Binionen 



mit dem Winkel 




mit dem W inkel 




= 


:0 


271 = 


n — 1 


2 


n 





27r+1.2- 
n 


n — 1 


2 


2.2- 
n 


1 


2;.+2.2- 
n 


n — 1 


2 


3.2- 

n 


1 


27r + 3.2- 
n 


n — 1 


2 . 


4.25 

n 


2 


2;r + 4.2Z^ 
> n 


n — 1 


2 


5.2- 

n 

• 


2 

fl 


2ft + 6.2- 
n 

• 


ti— 1 
2 


• 

(n — 1) 


n 1 
2 


• 
• 

2 7r + (n-l)2- 


V 


so dass also die Zahl der BinioniBn 




für die beiden XVTd^ 


und27r 


• 


^"^^"* 




* 


und ^ TT. H 

n n 


. 1 


n vt tt 


„ 2 


?^ ^0 10 ^ 
. — und 2 TT + 2 . — 

.n n 





— 1 

1 

— 1 

— 2 

— 2 



0, 



n — 1 

2 
n — 1 

2 

n — 1 



und so fort f&r jede zwei Richtungswinkel, die nur um 2 tt ver- 
schieden sind und also dieselbe Richtung angeben, von gleicher 
Grösse ist. 

Die Summe sänuntlicher Binionen lässt sich also durch 

n Radien darstellen, deren jeder vom andern um — in der 

n 

Richtung absteht und welche alle die gleiche absolute Länge 
haben , jeder = — — X V a . Ihre Summe ist also (nach 
§. 42) = 0. 
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2) Sey n eine gerade Zahl. 
I Hier ergibt sich die Zahl der Binionen 
mit dem Winkel mit dem Winkel 



=0 . 2n 





1.2- 




n 




2.2- 




n 




3.2- 




n 




,4.2- 




n 




5.2- 




n 

• 


(n 


• 
• 

• 2n 
-1) — 
u 



n 

2 
2n n 



27r+l.— --1 

.n z 

I c^ 2n n . - 

1 27r + 2. — -—1 

n 2 

1 2;r-h3.2ü £-2 

n 2 

-V 1 4 2n n 

2 27r + 4. — X — 2 

n 2 

« I - 27r n „ 

2- 27r + i).— --3 

n z 



1^1 2;r+(n-l)^. 0, 



SO dass also die Zahl der Binionen 
für die beiden Wkl und 2 tt 



n 
2 



-.t m 



•n w y^ 



— und 2 TT H = IT 1 

n. n . 2 

2 . — und 2 TT + 2^ — . == :r 
n n 2 

271 -^ 27r n . 

3 . — und 2 TT + o . — = — — 1 
u ' n 2 

und so fort für jede zwei Richtungswinkel, die nur um 2 tt ver- 
schieden sind, abwechselnd .= — und =; — — 1- ist. 

Die Summe sämmtlicher Binionen lässt sich aldo durch 

27r 

n Radien darstellen , wovon jeder vom andern um — in der 

' n 

Richtung absteht, deren absolute Länge aber abwechselnd 



= - V a und = ( — — 1 J V a ist. Da nun sowohl die Suinme 
der — kleineren Radien, wovon jeder vom andern am 2. — 
absteht, als auch die Summe der ^ grösseren Radien, die auch 

um gleich viel von einander abstehen, fQr sich = ist , so ist 
auch die Gesammtsumme der Binionen ^ 0: 

fit. IQ. Es sey z. B. a = 64, 

n ^ 6, so sind die 6 
Wurzeln (= V64): 
f(r|2 = ab 



2ji 



~2^. 

-■TV 

~2^« 



2 = ac 
2 = ad 
2 = ae 
2 = af 



und die Summe der Binionen- 

= 3. |Öl4 

+ 2. 1^4 



<> 



+ 3. 



Ifl*' =' 



+ 3. 



+ 2. 



4 =an. 
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IOtt 

6 

Es ist aber ah -f- ak + am = 

and ai-+-al + an=0 

also auch die Summe aller Binionen = 0. 

Was die Ternionen betrifift, so ist ihre Zahl im Ganzen 

= 1 — ö~Q 9 ^^® absoliite Grösse bei allen = Va . 

Da bei jeder Temion ihr Richtungswinkel durch Smnminmg von 
drei Richtungswinkeln der Wurzeln entsteht, die Richtungs- 

2n 

Winkel der Wurzeln aber durchaus Vielfache von — sind, so sieht 

n 

man leicht, dass auch die Richtungswinkel der Ternionen durch- 

2 TT 

aus Vielfache von — werden müssen. Diese Winkel sind daher 

n 

theils dieselben, wie bei den Wurzeln, theils um 2 tt oder 4 n grösser. 
Um nun zu bestimmen , wie viele Ternionen die gleichen 
, mchtungswinkel 

0, — , 2 . ->— , 3 . — etc. 

n n n 

haben , so hat man zu unterscheiden , ob die Zahl n ein Viel- 
faches von 3 ist oder nicht. ... 

1) Es sey n kein Vielfaches von 3. 

In diesem Fall ist die Zahl der TemioneA 
mit den Richtungswinkeln 

0, 2..' 4., ^ (n^mn-2) 

2n „ , 2rr . ,2n (n — l)(n — 2) 

t.^A 2.-f2.2Zf. 4. + 2.2_IE, ^(L-l)(n-2) 
n n n 2.3 

nnd man findet sofort immer dieselbe Zahlvon Ternionen, welche 

mit einer der Wurzeln gleiche Richtung haben. Die Summe 

, sämmtlicher Ternionen lässt sich also durch n Radien darstellen. 



72 



2n ' 
deren jeder vom andern um — absteht und welche alle die 
•^ n 

^"-^^^—-?-)v7 haben. Ihre 



gleiche absolute Länge = 



2.3 



Summe ist also (nach §. 42) = 0. 
2) Es sey n ein Vielfache^ von 3. 
In diesem Fall ist die Zahl der Temionen 
mit dea Winkeln 



0, 2 TT, 



n 
27r 



4 TT, 



47r + 



(n — 



27r 



(n 



u 



2. — , 2 7r + 2. 



n 

2 TT 



3.—, 2;t + 5. 



u 

2 TT 



4.— , 27rH-4-. 



5. 



,n 

2tv 

> 
n 



2n 

n ' 

2_£r 
n 

n ' 



. ^ 2n (n — 

47r + 2. — =^^ 

n 

4^ + 3.^ = ^^ 
n 

'^2 TT (n — 

11 



2 TT '+5. — , 4 7r + 5 . — = 

u u 



(n — 2)-2 



2.3 

(n — 2) — 2 



2.3 

(n-2) + 4 



2.3 
(n-2)-2 



2.3 

(n-2)--2 



2.3 

(n — 2)+4 



2.3 



und einmal 



und man erhält so foirt für jißde 3 Richtungswinkel, die nur um 

2 n und 4 n verschieden sind, also dieselbe Richtung anzeigen, 

die ^aW der Temionen abwechselnd 

. , . (n — l)(n-^2)-2 
zweimal = ^—^ 

(n — 1) (n — 2) -f4 
"" ,2.3 
Die Summe sämmtlicher Temionen lässt sich also dur^b 
n Radien construiren, deren jeder von dem vorhergehenden um 

2 TT 

— absteht, die aber von verschiedener absoluter Län^e sind. 
n 

Der !*•, 4*% 7** etc. sind einander gleich, nämlich 

_ (n — 1) (n — 2) — 2 ^ys 

- 2.3 ^* • 



und da jeder. vom andern um einen Winkel 

^3 ^^^ 
* n Jn 
absteht, was (ex hyp.) ein aliquoter Theil von der Peiipherie 
ist, so ist ihre Summe (§. 42) = 0. Aus gleichem Grande 
ist die Summe des 2'", 5"", 8"" etc. Radius = und ebenso 
die Samme des 3"", 6"°, 9**' etc. = 0, woraus denn folgt, dass 
die Summe aller dieser Radien oder Temionen auch = ist. 

Fff . 71. 

Es sey z. B. 
a = 1 , n = 9, so 
beschreibt man mit 
dem Halbmesser AB 
= 1 einen Kreis, 
theilt die Peripherie 
in 9 gleiche Tlieile, 
zieht an alle Thei- 
lungspnnkte Radien 
und erhält so die 9 

Wurzeln (=VTl> 
Die Summe derTer- 
Dionen ist nun 

= ^J^^ ab = 9ab = al 

- I 8.7-2 . _ o „ 

-h 2_3 ^'^ - »ac-ani , . 

^8.1 + n, .10ad = an 



2.3 



2.3 



9ae = ao 



+ - T «P =IOsg = .q 



74 

, 8.7-2 . . . 

H 5— n — ah =: 9ah = ar 

. 8.7-2 . o • 

H r— ^ — ai =r 9ai =as 

H — T* ak . =10ak = at. 
Da nun für sich 

Sil -^ S.0 -{- a,T :=. 

am-f-g-p-f-as = . 
und an +aq-t-,at = 0, 

so ist auch die Summe sämmtlicher Ternionen = 0. 

Auf ähnliche Weise lässt sich der Beweis auch für die 
Summe der Quaterrvionen etc. führen. 

§.. 44. 

Kürzer und allgemeiner lassen sich allerdings die Sätze 
in. den vorhergehenden beiden Paragraphen auf analytischem 
Wege beweisen. 

Aus X = Va ergibt sich nämlich die Gleichung vom n**° 
Grad x^ — a = 0, 

n ___ 

deren n Wurzeln eben die n verschiedenen Werthe von V a 
sind. Vergleicht man diese Gleichung mit der allgemeinen Form 
einer Greichung vom n*"" Grad 

x^ — Ax^-* + Bx-^-^ _ -f Q -- 0, 

so sieh^ man, dass, um daraus die obige Gleichung zu erhalten, 
sämmtliche Coeflficienten der Potenzen x^— * , x"-^ etc. =- 
gesezt werden. müssen, d. h. njan hat A ^= 0, ß = etc. Es 
ist aber nach der allgemeinen Theorie der Gleichungen 

A die Summe, aller Wurzeln, 

B die Summe der Produkte von je zwei dieser Wurzeln, 

« 

C die Summe der Produkte von je drei dieser Wurzeln etc. 
Sezt man diese Coefficienten =: 0, so erhält man 

x'^' — a^x"±Q, 



?6 

wobei Q = dem Produkt gämm0cher Wurzeln ist. Da£ obere 
Zeichen -|- gilt, wenn n eine gerade Zahl ist; dann ist Q = — a, 
also negativ. Das untere Zeichen ^ gilt, wenn n ungerad ist; 
dann ist Q=:a, also positiv, beideBinUebereinstimmunginit§. 42. 

.§■«. 



^^=1 



Beweis. Es seyWinkelBAC »"'«■" 

= fp und AB die Grundrichtu 
Man beschreibe nun aus A mit ( 
Balbmesger AB ^ I einen ~Kr< 
bogen, fälle das Loth CE, verlang 
es, bis es den Kreis in D trifft, zi 
AD und durch C eine Parallele 
AD , welche die AB in F und i 
darch A mit CD gezogene Paral 
in G treffe. 

Wegen der Congruenzder Dl 

ecke ist Wkl BAD = Wkl CAB, mnss aber, da er nach der 
entgegensezten Seite von der Grundrichtung abweicht, = —rq> 
gesezt werden. Auch ist CE = ED, AE = EF, AG = CD 
Dod GC = AD = CF. Nach §. 34 ist nun - 



^V^=T 



ijso ac + ad^=e^ ~ -|-.e * 

aber anch 

a c -|- a d = ac + c f = a f 
=:2ae^2cos9 
Tolglich 



2 cos y = 6*^ -f-e "■ 

oder cos y ^= ^— — - — ^• 

Ebenso ist 

ac — ad = ac + cg = ag = dc = 2ec = 2siny V — 1 

folglich 2 sin y V^ = e»'''"^ — e~**''~* 

j e*^ — e •^ 

oder sin « =^ ■ — 

2 V- 1 

§. 46. 

Aufgabe. Es soll berechnet werden 

(V^T)»^- 

, (Vergl. Kiügels Wörterb. Bd. 5, S. 572. 573.) 
Auflösung. Nach §. 24 und 34 ist 

folglich 

= 0,20T8 . . 
Daraus folgt auch, weil, wie oben gezeigt wurde, 

LogV^ = inV^ 
die Formel von Motitucla 

. 2LogV^ ,— ,, 

. -= y—^ =-2V-lLogV-l, 

'^^ '"• Auflösung durch Co nstruction. 

Es sey AB =^ I, so ist ac = V— I, 
und nimmt man ad ^ Bogen BC = j n, 
so ist Log ac ^ ad oder ac = e"*, 
Maoht man dann AF ^ AD und ag = 
Nuin. Log af, so ist 
a= g p.f ^ pM . « _ (e-")« = ^c« =' (V~ 1)V^. 
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n. AMtvendMayeM in der Cte«me*ri«> 

§■ 47. 
Lehrsatz. , Im rechtwinkligen Dreieck ist das Qua-, 
drat der Hypotenuse gleich d«r Summe der Quadrate der Ka~ 
theten. (Pythagoräischer Lehrsatz.) 

äc'=äb' + bc'. 

k-i(. 71. 

Beweis. Verlängere BC unter 
AB und mache BD = HC, ziehe AD. 
Betrachtet man nun AB als die Gnind- 
richtong, so ist 

ac = ab + bc 
ad^ab + bd 
itsoacXad = Cab+bc)(ab+bd) 

=:^ + bc.bd + ab(bc + bd) 

d.h. äc' = äb'+bc', 

indem die beiden. Faktoren ac, ad gleiche absolute Grösse und 
gleiche, aber entgegengesezte Abweichung von der Grundrich- 
tung haben, also ein positives Quadrat g^ben. (§. 17. 
Nr. 2 und 3). Der gleiche Fall ist bei den beiden Faktoren 
bc, bd. Dagegen istdieSumme von bcundbd:=0, also auch 
das Produkt ab (bc + bd) = 0. ' 

§.48. 

Lebrsa,tz. In einem stumpfwinkligen Dreieck ist das 
Quadrat der dem stumpfen Winkel gegenöberstehen den Seite 
grösser, als die Snmme der Quadrate der beiden andern Seiten, 
um das doppelte Rechteck zwischen einer Seite nnt den stumpfen 
Winkel nnd ihrer Verlängerung bis zumFusspankt des von der 
gegenüberliegenden Spitze des Dreiecks auf sie gefällten Per- 
pendikels. (Elem. 2, 12.) 

Beweis. Ist ABC das bei B stumpfwüiklige Dreieck, so 
verl&ngere man den Perpendikel CF unterhalb AB, mache 
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f^- "■ FD = FC, ziehe AI), BD und 

CE ft BD. Es ist nun auch 
CE = BD und BE = 2BF, mä 
maD hat, weno man AB als die 
Grundrichtung betrachtet, 
ac = ab + bc 
ad = ab4-bd 
also 
acXad=Cab + bc)Cab + bd) 

_ =^ + b^bd + ab(bc + bd) 
d.h. . AC' = AB' + BC* + ABxBE 

= Alt' + BC' + 2ÄB X BF, 
iiidem, wie §. 47, 

ac X ad = +AC' 
beXbd = +BC* 
abet die Samme bc4-bd!=bc + ce 
= be = 2BF ist. 

§■49. 

Lehrsatz. In jedem Dreieck ist das Quadrat einer Seite, 

welche einem spitzen Winkel gegenüber liegt, kleiner, als die 

Summe der Quadrate der beiden andern Seiten, um das doppelte 

Rechteck zwischen einer Seite nm den spitzen Winkel und dein 

Stuck derselben, welches zwischen dem Scheitelpunkt des spitzen 

Winkels und dem Fusspunkt des Perpendikels hegt, den man 

an der gegenüber hegenden Spitze 

es Dreiecks auf diese Seite fällt. 

Elem. 2, 13). 

iC' = AB* + BC' — 2 AB X BF, 
Beweis. Es sey in dem Drei- 
3k ABO Wkl B spitzig und man 
eriängere das Loth CF unter AB, 
lache FD = CF, ziehe AD, DB nnd 
CE 41: BD, 
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it ac = ab-j-;bc 

ad^=ab + bd 
ac X ad = (ab + bc) (ab -+- bd) 

= 7^ +bc.bd + ab(bc + bd) 
d.h. äC* = ÄB* + BC' — 2AB.BF, 

denn es ist die Summe , 

bc + bd = bc + ce . . 



= — EB = — 2BF. 
§.60. 
Lehrsatz. Wenn man in einem 'Dreieck von der Spitze 
eine die Gmndlinie halbirande Linie zieht , bd ist die Snmme 
der Quadrate der den Winkel an der Spitze eingchliesBenden 
Seiten doppelt so gross, als die Summe de^ Quadrate der hal- 
ben Grundlinie und der halbirenden Linie. 
(Klügels Wörterb. Theil 1 . S. 927.) 
ÄC* + BC* = 2 (ÄD* + CD*) 

Fif. 17. ■ 

Beweis. Die Grundlinie AB 
des Dreiecks ABC sey in D halbirt 

und unterhalb AB sey das dem i 

Dreieck ABC congmente Dreieck 
&EE beschrieben. Betrachtet inan 
nnn AB als die Grundrichtung, so ist 
ac = ad + dc 
ae = ad-|-de 
also ac X ae =:(ad-|-dc)(ad + de) 

^ad -f-dc .de + ad(dc.-|-de) 
Da nun sowohl ac und ae, als de nnd de conjagirte Zah- 
len sind (§. 17, Nro. 3), so erhält man daraus 

ÄC* = AD* + CD*-t-ad(dc + de). 
Auf gleiche Weise ist ^ 1 
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bc=;bd + dc 
be = bd-f de 
also bcXbe = (bd + dc)(bd + de) 

= bd*+dc.de + bd(dc + de) 
und hiermiB wieder 

BC' = M' + CD' + W(dc4-de). 
Wird diese Gleichung! zn der obigen addirt, so ist, da AD = DB, 
ÄC' + BC' = 2ÄD* + 2CD' + (ad + bd)(dc + de) 
= 2CÄD*+CD*), 
weil ad-|-!ba = ad + da 

= ad — ad — O, 
also das lezte Glied wegfällt. 

§.51. 
Lehrsatz. Wenn vasa von der Spitze eines Dreiecks 
eine den Winkel tialbirende Linie an die Grundlinie zieht, so 
ist das Rechteck aus den den Winkel einschliessenden Seiten 
grCsser, als das Rechteck aus den beiden Abschnitten der Grund- 
linie, um das Quadrat der halbirenden Linie. 
(Klßgels WCrterb. Thl. 1. S. 927.) 
ABX AC = BDXDC + ÄD*. 
f«- "■ Construction. Es sej 

in dem Dreieck ABC der Win- 
kel A durch AD halbirt. Han 
beschreibe um ABC einen 
Kreis und verlängere AD 
bis an die Peripherie in G. Ist 
nun AB > AC, so wird auch 
BD > DC seya. (Elem. 6, 3. 
5, 14) und man kann somit m 
Stück BF = DC abschneideD. 
Man ziehe EF, EB. EC und durch F die FG ft AE, so ist, di 
nach der Annahme Wkl BAE = Wkl CAE, 
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auch Bogen BE = Bogen CE, (3,26) 
Chorde BE — Chorde CE (3,29.) 
und Wkl FBE = Wkl DCE (3,27) 
folglich Dreieck FBE congruent mit Dreieck CDE (1,4) 
und Seite FE = Seite DE, 
Wkl CDE =: Wkl BFE. 
Beweis. Betrachtet man ADE als die positive Grund- 
richtung, so ist . 

ab = ad -j" <ib 
ac =.ad -(-de 

also ab X a6= (ad-|-db)(ad-|-dc) 

= ^' -f. ad (db -|- de) + db • de. 

In dieser Gleichung ist 

. 1) ab X ac == AB X AC, indem nach der Voraussetzung 

der Winkel A halbirt ist, beide Linien also um einen gleich 

grossen Winkel nach entgegengesezter Seite abweichen, ihr 

Produkt also positiv seyn muss. 

2) ad = AD , da ad hier die positive Grundrichtung hat 
und also auch als absolute Zahl bezeichnet werden kann. 

3) db + de = db -f bf (§. 7) = db — fb =: df 
und also auch ad (db -f- de) = ad X df. 

4) db X de = ad X fe, indem nämlich 

dbXdc:;=fBi5ElBDX|— CDEICD, 



=.|BDE — CDE BD • CD, 

= |BFG— BFE|AD • DE (Elem. 3, 35) 

±=MEFG|ADX FE 



= ADX[--EFG|FE * 

= adXfe.. 
Die leztere Umwandlung ist gestattet, da FG mit AE parallel 
gezogen wurde und somit die Grundrichtung darstellt. 

Sezt man nun diese Ausdrücke in die obige Gleichung, 

so erhält man 

AB X AC = AD* -h ad X df + ad X f e 

Riecke, die Rechnung mit Richtnngssahlen. ^ 
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= ÄD' + »d(df+fe) 
= AD' + adXcie 
«der. Ja ad X de = AD X DE = BD X DC (3,35), 

£9 ist endlich 

AB X AC = AD' + BD X DC. 
- Anmcrliung. Für AB = AC ist auch BD — DC nnd 
Winicel ADB = 90°. Es redacirt sich daoD der Beweis auf 
den §. 47 geführten. 

§. 62. 
Lehrsatz. Wenn man von der Spitze eines Dreiecks 
ABC Äne Linie zieht, welche die Grundlinie in zwei belitebige 
Abschnitte theilt, bo ist das Produkt ans dem Quadrat einer 
Seite an der Spitze in den Gegenabschnitt der GnindKnie plas 
dem Produkt aus dein Quadrat der andern Seite an der Spitze 
in den ihr gegenüberliegenden Abschnitt der Gnindlinie gleich 
dem Produkt aus dem Quadrat der theilenden Linie in die Grund- 
linie plus dem Produkt aus der ganzen Grundlinie und ihren 
beiden Abschnitten. (Stewart's Lehrsatz.) 

ÄC' X Dil + PC* X AD = DC' X AB -f AB ■ AD ■ DB. 
Beweis. EsseyABdurch 
CD in 2 beliebige Abschnitte 
getheilt und man beschreibe 
iinter AB ein mit dem Drei- 
eck ABC cODgruentes Dreieck 
ABE, so ist, wenn man AB 
als Grundrichtung ansiebt, 
ac^ad-f-dc 
ae = ad -4- de, 
also 
ac X ae = (ad-f dc)(ad-j-.de), 
oder, da ac, ae und de, de conjngirte Zahlen sind (§. 17, Nro. 3), 
also ac X ae = ÄC' 

nnd ■ de X de = DC*, 
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I AC" = AD'-|-DC H-adCdc + de) 

and wenn man Alles mit DB multiplicirt, 
AC*-DB = ÄD'-DB + DC'-DB4-ad.db(dc + cle). 
Anf gleiche Weise ist 

bc:=bd-j-de, 
be = bd + de, 
also bc X be~(bd + dc)(bd + de) 

BC* = DB' + DC' + bd(dc + de) 
uDd wenn man Alles mit AD multiplicirt, 

BC'-AD = DB*-AD + DC'-AD + ad-bd(dc + de). 
Dorch Addition der beiden Gleichungen erhält man 
ÄC' - DB + BÖ' ■ AD = DC* (DB + AD) 
+ AD-DB(AD + DB) + ad(dc + de)(db + bd) 
und hieraas ergibt sich, da der Faktor (db-f-bd) =: Q ist und 
also das lezte Glied ganz wegfällt, der Stewart'sche Satz: 
ÄC" ■ DB + BC' . AD = DC' ■ AB + AB - AD ■ DB. 

- §-'53. 

Lehrsatz. In einem Viereck, um welches sich ein Kreis 
beschreiben lässt, ist das Rechteck aus den beiden Diagonalen 
gleich der Summe der Rechtecke zwischen je 2 Gegenseiten. 
(Ptolemäischer Satz.) 

ACXBD^ABXCD + BCXDA. 
Beweis. Man ""' *"' 

halbiredenWinkel, 
unter welchem die 
beiden Diagonalen 
sich schneiden, und 
betrachte diese 
halbirende Linie 
MN als die Grund- 
richtung. Da nun 
die beiden Diago- 
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nalen um gleich viel, aber nach entgegengesezten Seiten gegen ^ 
die Grundrichtung geneigt sind, so ist (§. 17) ihr Produkt 
positiv, 

d.h. acXbd=rAC XBD. 

Aber es ist ac = ab + b c 

bd=;=bc-|-cd 
folglich. acX bd = (ab + b£)(bc + cd) ' 

= ab • cd -f- hc (ab -f- bc -f- cd) 
= ab • cd + bc • ad. 
Auch von den. zwei lezteren Gliedern lässt sich nachwei- 
sen, dass es positive Produkte sind. Es ist nämlich 
abX cd = |^|ABX| — y|CD 



= |a — yjABX CD 
= |"B]ABXCD, 
denn daWkl ABD = Wkl ACD (Elem. 3, 21) und die Win- 
kel bei E gleich sind (l,15.constr.), so ist auch a == y.(l, 1 5. 32), 
und somit 

ab X cd = ABX CD. 
Ebenso ist, wenn man BG und AF ^ MN zieht, 

bc X ad = ITIBC X F^ AD 



= |T|BC.Ap, , 
denn es ist ß = DBC — DBG 

= DAC — OAF = (J, . 
weil DBG = DEN = CEN = CAt^, 

und somit bc X ad = BC X AD. 

Sezt man diese Ausdrücke in die obige Gleichung, so erhält 
man den Ptolemäischen Satz : 

AC X BD = AB X CD + BC X AD. 

§. 54. 

Bei dem Beweis des Satzes im vorigen § wurde die Grund- 
richtung so gewählt, dass das Produkt aus den beiden Diago- 
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naicn, dieEelben alsRichtangszahlen genommeD, positiv reell 
werden lansste. Notbweadig war iadessen dieser Kunstgriff 
nicht, indem eben so gnt jede beliebige Linie als Gnindrich- 
tang hätte genommen werden können. 

Nimmt ■ *"'** *'■ 

inanz.B.AD 
als Grund- 
richtung und 
verlängert 
BC bis E, so 
ist die Nei-- 
gang gegen 
die Grund- 

lichtDDg 

für AB = DÄB = a 
.^ BC =DEC =ß 

„CD =— FDH 

= — ADC = —Y 

„ AC =DAC = e 

„ BD =~FDG 

„AD =0 
Auch hier ist, wie §. 53, 

ac X bd=:ab-cd-|-ad-bc, 
also mit Rücksicht auf die Abweichungswinkel 
dlAC X Fä]BD = f^|AB X FTlCD + l"^ AD X |>1BC, 
voraus man nach §. 15 erhält 

[i=51 AC ■ BD = f^^] AB ■ CD + 1>| AD ■ BC. 
Es ist aber, weil EBA = ADC (Elem. 3,22), 

„ _ j. — DAB — EBA = AEB = /S, 
und weil BCA = BDÄ (Elem. 3,21) 

e - J = CAD — ACE = AEC = ß, 
folglich auch 



(71 AC X BD = f^ AB - CD -f f^ AD . BC, 
ODd die ganze Gleichung mit Iß] 1 dividirt gibt 

AC X BD = AB X CD H- AD X BC. 

Hau sieht zugleich aus diesem Beweis, dass der Ptole- 

mftische Satz, welcher die Beziehung* zwischen den Seiten eineB 

Ereisvierecks und seinen beiden Diagonalen zeigt, sobald 

mui die Seiten and Diagonalen als Richtungszahlen betrachtet, 

ffir jedes Tiereck, nicht blos für das Kreisviereck , gültig 

ist, and man hat hier ein Beispiel, wie die Anwendung der Rieh- 

tDDgezahlen nicht nur in manchen Fällen neue, kürzere Beweise 

liefert, sondern auch dazn dienen kann, bekannte geometrische 

Sätze in einer grösseren Ausdehnung als bisher auszusprechen. 

Will man ffir em beliebiges Viereck ABCD obige Gleichung 

ac X hd = ab-cd + ad-bc 

*'* **■ durch Constmction 

deutlich machen, so 

kann es auf folgende 

Art geschehen. 

Man ziehe durch A 
eine Parallele mit BC 
und mache AE = BC, 
lege an AB in A einen 
Winkel BAF = ADC, 
und an AC in A den 
W>nkelCAG = ADB. 
Bierauf mache man 
h^G so gross, dass 
ÄD:DB=AC:AG, 
md'AF so gross, dass ■ 
AD;DC = AB:AF. 
Nun ist, wenn man AD als Grundrichtung und AD = 1 
nimmt, nach der Regel für die Multiplication relativer Zahlen 
ae = ad X bc 



af = abXoi3 

ag = acXbd 
und es muss also nach dem obigen Beweis 

ag = ae + af 
seyn. Zieht man also EG und GF, so wird, da nun auch 

ag=ae-f eg 
ist, ÄF parallel und gleich der EG oder AEGF ein Parallelo- 
gramin seyn. 

Für deD beBondern Fall , in welchem ABCD ein Rreis- 
viereck ist, fallen AG und AF in die gleiche Richtung mit AE, 
und man erhält statt des Parallelogramms AEGF eine gerade 
Linie AEFG, wobei wieder ag ^ af-f- ae. Da aber hier alle 
drei Linien dieselbe Richtung haben, so gilt die Gleichheit auch 
far ihre absoluten Werthe, d. h. es .ist auch 

. AG = AF-hAE 
oder AC XBn = ABX CD + ADXIJC. 

§■55. 

Lehrsatz. Wenn man die Fe- *■'*• *'■ 

riphetie eines Kreises, dessen H 
messer ^:= AB , von B aus in n gle 
Theile theilt und von einem belieb 
Pankt P auf AB an alle Theilni 
punkte Linien zieht, so ist das I 
dukt sämmtliober n Leitradien ^= 
-AP". 

(Cotesischer Lehrsatz.) 

PB ■ PC - PD ■ PE ■ PF = AB" — AP". 

Beweis. Man ziehe von A aus au alle Theilungspunkte 
Linien und setze den Radius AB ;= r, die Strecke AP := a. 
Betrachtet man nun AB als Grundrichtung, so ist AB =: r 
= Vr", d. h. die positive n" Wurzel aus r", es sind aber (§. 25) 
sämmtUche n Wurzeln durch die Radien ab, ac, ad, ae, af 
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dargestellt. Bezeichnet man diese Wurzeln mit den Buch- 
staben r r^ rj r, r^^i, . 

so erhält man, 

da ap + pb = ab ist, pb = ab — ap 

== r — a 
ap-f-pc = ac pc = ac — ap 

== r^ — a 
ap-|-pd = ad pd = ad — ap 

= rj — a 



ap-}-p^ = af pf. = af — ap 

. :=rn_i — a. 
Es ist also 

pb • pe • pd • • • pf = (r — a) (r^ — a) (r, — a) • • • (r„_i — a). 
Führt man diese Multiplication wklich aus und ordnet die ein- 
zelnen Glieder nach den Potenzen von a , so erhält man (zu- 
nächst ohne Rücksicht auf die Vorzeichen) 

(r — a) (ji — a) (r^ — a) (r„_t — a) 

= a--f A-a— * + B.a— '-f C.a— »H + Q, 

wobei 

A =r + r4-f rjH |-r,-i 

=^der Summe der n Wurzeln, 

B =rr4 +rrj+rr3 H |-r„_8r„_i 

= der Summe der Produkte von je 2 Wurzeln, 

C = rr^r, -|- rr^r, + rr^r^ -\ f r„».s r„^f r„_i 

= der Summe der Produkte von je 3 Wurzeln 
etc. etc. 

endlich Q = rr^r, r^-i 

= dem Produkt aller Wurzeln ist. 

Da nun aber (nach §. 42 und 43) sowohl die Summe der 
n Wurzeln, als auch die Summe ihrer Binionen, Temionen etc. 
= 0, das Produkt der n Wurzeln aber == r" ist, so fallen in 
Obigem alle Zwischenglieder weg und man erhält (wieder zu- 
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nächst ohne Kjicksicbt auf die Zeichen) folgenden kurzen Aus- ■ 
druck : 

(r-a)(r,-.)(r, -.)... (r._,-.) = a- + ,-. 
Was die Vorzeichen betrifft, so sieht man leicht, dass das erste 
Glied durch Multiplieatioh von n Faktoren entstanden ist, wo- 
von jeder ^ — a ist. Es ist also dieses Glied ^ ( — a)°, 
folglich negativ, wenn n nngerad, und positiv, wenn n gerad ist. 
Das zweite Glied ist das Produkt der n Wurzeln, also (nach 
§. 42) positiv, wenn n ungerad, und negativ, wenn n gerad ist. 
Hieraus 'ergibt sich 

. _ pb-pc -pd- ■ -pf^ + (r" — a"), 
je nachdem n nngerad oder gerad ist. 

In beiden Fällen, n mag. eine nngerade oder gerade Zahl 
seyn, ergibt sich, wenn man statt der Kichtungszahlenpb,pc etc. 
ihre absoluten Werthe PB, PC etc. nimmt , dass ihr Produkt 
auch die absolute Grösse r° — a° hat, oder 

PB . PC ■ ■ ■ ■ PF = AB" — AP". 

§.56. ■ 

Der Gotesische Lehrsatz wird gewöhnlich nach zwei 
-BeziehuDgen etwas allgemeiner, als es im vorigen Paragiraphen 
geschehen ist, ausgedruckt, nämtich 

1) in Beziehung auf den Punkt P. 

Derselbe kann auch *"'»■ "■ 

ansserhalb dem 'Kreise 
angenommen werden , der 
Beweis aber ist derselbe. 
Auch hier ist 
pb^ab — ap = r — a 
pc ^ ac — ap ^ r, — a 
pd=ad — ap = r, ->-aetc. 
folglich 

pb ■ pc - pd ■ . ■ pg = (r— a) (r, — a) ■ ■ (r„_, - a) 



wo das obere Zeichen gilt, wenn d gerad, das untere, wenn n 
ungerad ist. Nimmt man aber statt der Kichtungszahlen ihre 
absoluten Werthe, so ist in beiden Fällen wieder 
•PB -PC ■ PD ■ - PG = AP" — AB°. 

2} Ih Beziehnng auf die Thei- 
lungsp unkte. 

Theilt man, oacbdeni man von 
B aus die Peripherie in n gleiche 
Theile getheilt. hat, jeden Bogen 
nochmals in 2 gleiche Theile und 
. zieht auch an diese Theilungspunkte 
von P aus Leitradien PH, PJ etc., 
60 ist nach dem schon Bewiesenen 
r»" — a*" = PB ■ PH ■ PC PJ ■ ■ PK 

r" — a" =PB.PCPD PG 

also '•'' - "" = PH . PJ ■ PK ■ ■ ■ PN 



Es ist aber 
r"_a" = (r-)"- (»■)■ = (,- + . -)(,--»■) 
also r'" — ;i"° " „ , „ 

und PH - PJ ■ PK . ■ • PN = r" + a", 

so dass also das Produkt der u au die Zwlachenp unkte gezoge- 
nen Leitradien gleich ist der Summe von r* und a", währerd 
das Produkt der n ersten Leitradien gleich ist dem Unter- 
schied dieser beiden Potenzen. 

§.sr. ■ 

Aufgabe. Eine 
I gerade Linie AB nach 
■ äusserem und mittlerem 
Veihältniss zu theilen. 

(Sectio aurea. Elem. 6, 30.) 
Auflösung. Sezt mau hier, Alles nach derselben posi- 
tiven Richtung zählend, 



AB = a, AC = X, also Cü = a — x, 
Bo hat man den Pnnkt C so zu bestimmeii , dase sich verhält 

AB:AC = AC:CB 
UDd man erhält 

x = |(-l+V5). 

Nur das obere Zeichen gibt eiae wirkliche Theilung der 
AB iq dem Punkte C, währeud das untere Zeichen einen nega- 
tiven Werth von x gibt, also einen Punkt C auf der Verlän- 
gerung von AB über A hinaus. 

Soll aber der Punkt C auf der entgegen gesezten Verlän- 
gerung von AB über B huiaus liegen, so hätte man 

BC (nicht CB) = x — a, 
wo also B der Anfangspunkt der Linie BC ist. Es ßndet 
sich nun - 

s = |(l±V=3), . 

voraus erhellt, dass es mif der Verlängerung von AB über B 
keinen solchen Punkt gibt. Die beiden imaginären Werthe 
findet man aber durch Construktion, wenn man über AB die 

gleichseitigen Dreiecke ABC und ABC • *''»■ *'■ 

beschreibt. Hier ist 
ab = [^-a. 

bc=fj;Fla 
und man hat nun 

oder ab;ac=^ac:bc 

Ausser diesen beiden Punkten c, c' gibt es aber 
in der Ebene ABC keine anderen Punkte,, welche der 
angegebenen Proportion entsprechen.* Denn sollte 

* Vgl. GinneTtE AicUt der MathemUik und Pb;iik. M. 2^. S. 47. 



Fi». »». gg |,Q(.(| einen andern Punkt F geben, so 

ziehe man AG # und = BF. Nun möeste 
sich verhalten 

lag 
d.h. |T|AB:[^AF = f^AF;ta + y|AG, 

was, wie man leicht sieht, nur möglich ist, wenn a = (jp ist, 
Daun aber-muss auch AB = BF (Elera. l, 29. 1, 6) = AG und 
folglich wegen der Proportion auch AB = AF seyn, und man 
hat wieder dae frühere gleichseitige Dreieck. 

Man sieht , dass die geometrische ConstmctJon mit dem 
Ergehniss der Rechnung darin übereinstimmt, dass es auf der 
Verlängerung von AB über B hinaus keinen. Punkt C von der 
verlangten Eigenschaft gibt, aber die geometrische Construk- 
tion sagt noch mehr» indem sie nachweist, dass es ausser- 
halb der Linie AB zwei solcher Punkte wirklich gibt,, — wo- 
bei man freilich neben der absoluten Länge der Linien AB, AC, 
BC zugleich ihre Richtung zu berücksichtigen hat, — die Auf- 
gabe also an sich nichts Unmögliches enthält. 



III. Anwendungen in den Alsehrn. 

. . §.'58. 

Aufgabe. Man verlangt eine Zahl, die, um 1 vermehirt 
und ins Quadrat erhoben, das Doppelte der gesuchten Zahl gibt. 
(E. G. Fischer's Algebra S. 57.) 
Auflösung. Heisst die gesuchte Z all I x, so ist die 
Gleichung 

(.x + ])' = 2x, 

also' 5^±V— I. 

Geometrische Darstellung. Man nehme in der 
triundrichtung die AB = 1 und errichte in B das Loth BC = 1, 
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fio ist ac^ab-|-bc. ''g' "*■ 

= 1, +v^ = r+x, 

nnd wenn man in A das Lotli ÄE = 2 er- 
richtet, so ist, weil ACE = 90*, 

AE X AD = ÄC' oder, weil AD = l 
AE = ÄC'. 
und da zngleicli TVkl BAE = 2 BAC, so 
ist(§. 21) 

^d. h. 2V^n = (i+V^T)*. 

I Verlängert man CB unterhalb B und 

I macht BC ^ 1, go erhält man den andern Werth von x 
= — V— l.undesist 

ac' =1-V^ 
ac' ^=ae' 
d.h. (l-|-(_V^))' = 2(-V^T). 

§■ 59- ■ 

Aufgabe. Zwei Personen A und B reisen in der Rich- 
tDDg von M nach N mit der 
gleichen Geschwiudi^eit 
von 1 Meile per Stunde und I 
A ist jezt a Meilen von M entfernt. Wie viele Meilen wird B 
jezt von M entfernt seyn, wenn vor o Stunden das Quadrat 
»einer damaligen Entfernung (in Meilen ausgedrückt) gleich 
der damaligen Entfernung des A war? 

Algebraische Auflösung. Sezt man die jetzige Ent- 
fernung des B von M^x Meilen, so war siä vor c Stunden 
= X — c Meilen. Die jetzige Entfernung des A von M ist 
= a Meilen, war also vor c Stunden ^ a — c Meilen. Man 
hat also nach den Bedingungen ^er Aufgabe * 

U-o)'^.i-c 

lind X = ± y a _- c. ' ' ' 
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Geometrische Darstellung. So lang c ^a, istx eine 
reelle Grösse und die geometrische Darstellung ist fiir sich klar. 
Wenn aber c > a ist, so wird Va — c iinaginär und x eine 
complexe Zahl. Es aey z. B. 

a = 6 Meilen 
c = 10 Stunden 
so erhält man x ^ XO ± 2 V — 1 • 

Um diess du^ch Construktion darzustellen, schneide man 



von MN ein Stück MA.= 6 und rückwärts AD = 10 ab, 
errichte in M nach beiden Seiten das Loth MC I _ . , 

. -MC'!-^' "^^' 
durch C und C Parallelen mit MN, mache CB| _ , 

ziehe die Linien MB und MB'. Nun ist 

x = 1.0 -f- 2 V^^ = cb-+inc :=mb 
oder = 10 — 2 y^T = c'b' + mc' = mb' 

und es war vor 10 Stunden die Entfernung 

des A von M =md = — 4 Meilen 

„ B ■ „■ M = mc = + 2 V^ „ 
öder =rac'= — 2V— 1 „ 

Es befau'l sich somit vor 10 Stunden A 4 Meilen hinter 
M,B aber 2 Meilen seitwärts vonM, und zwar entweder auf der 
einen oder der andern.Seite von MN, während beide in den lezten 
10 Stunden ihre Bewegung parallel mjt MN und nach gleicher 
Richtung hin fortsezten, wie es die Aufgabe verlangt. Auch 
ist nach den Regeln der Richtungszahlen 
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iS;' = ((T^2)' = R4 = md 
and ebenso 

. mc-=(|-T;^2)' = F^4 = nul. 

§■ 60. 

Die AuflÖsuDgjedßv quadratischen Gleichung redu- 
eirt sich bekanntlich auf die Auflösung der Aufgabe, zwei Zah- 
len za finden, deren Summe und Produkt gegeben sind. Ist die ■ 
Summe = 8, das Produkt = p, so hat man die Gleichung 

x' — sx-|-p = 
und x = Js+V(is}' — p. 

Soll die Gleichung geometrisch gelöst werden, so sey 
die Summe der beiden gesuch- 
ten Zahlen = M, ihr Produkt 
;= N'. Um die Zahlen zu fin- 
den, mache man AB =; M, er- 
richte im Ealbirungspunkt das 
Loth CD = N und beschreibe 
aus D mit der Weite AC einen 
Kreisbogen, welcher die AB in 
den Punkten E und F treffe. Es sind nun AE und AF die 
gesuchten Zahlen. Denn es ist 

AE + AF = AE + EB = AB = M, 

AEXAF = AEXEB = IC' — EC'(Elem. 2, 5) - 

= ed'— ec' = cd' = n'. _ 

Man sieht, wie diese Auflösung voraussezt, dass J M ^ K, 
da man, wenn J M < N, keine Durchschnittspunkte E, F und 
also auch keine, den Forderungen der Aufgabe entsprechende 
absolute Zahlen erhält. Man erhält aber relative Zahlen- 
werthe, wenn man im lezteren Fall aus A mit der Weite = N 
einen Kreisbogen beschreibt, welcher das in C errichtete Loth 
in den Punkten E und F durchschneidet. Die beiden Wurzeln 
sind nun wieder AE und AF, diese aber nun als Richtungs- 



zahlen für die GruDdrichtung AB 
genommeD. Es ist nämlich 
ae-j-^if^iie + eb^ab^M 
aeXaf=AE* = N' (§. 17). 
Betrachtet man M als eine 
constante LäDge, N als variabel, 
so sieht man, wie, solangN <i{M, 
, Zugleich mit N auch die Wurzel 
AE wachst. Wird N = J M, so 
wirdAE:= AC Oders ^JM und es 
erreicht hier sein Maximnm als 
■ absolute Zahl. Wird K > J M, so 
wachst AO seitwärts, indem das senkrechte CE dazu kommt, 
und es wird nun 

.\ ^ äc + ce ^ ae 
und ebenso x' = äc + cf = af. 

Man sieht hier leicht, wie mit der Zunahme von N die Wurzeln 
sich stetig ändern und in imaginäre Werthe übergehen. 

§• 61. 
Wenn man, ohne Rücksicht darauf, dass die Coefficienten 
in einer quadratischen Gleichung die Summe und das Produkt 
der beiden Wurzeln darstellen , sich blos an die Gleichung 
selbst x' — px + p = 

halten will, so lassen eich für den Fall, dass (}s)' < p, die 
*■'«• '*■ imaginären Wurzeln auf fol- 

gende Weise geometrisch 
larstellen. 

E8seyM = snndM* = p, 
und nach der Annahme 

pXt«)' 

»der Vp>}« 

ä. h. K>jM, 

so nehme man AB = M nnd 
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beschreibe über AB das gleichschenklige Dreieck ABC, so dass 
AC = N. Stellt nun AB die Grandrichtang dar, so sind ac, 
ob die beiden Wurzeln der Gleichung. 

Um diess zu beweisen, hat man zunächst das Quadrat von 
ac (als Zahl, nicht als Fläche) zu construiren. Zu diesem 
Zweck legt man an AG einen Winkel CAD = BAC, macht 
AE = 1 , AF = AC und zieht CG # EF, so dass ag = aö*. 
Zieht man nun noch GH ft AC, bis es die Verlängerune von 
AB in H trifft, so ist 

Winkel H = CAB = CAG = AGH, 
somit HA = AG<Elem. 1,*6.) 

= AC* = N* = p. 
und da Dreieck ABC. ähnlich dem Dreieck HAG, ist femer 
HG:AB = AG:AC 
= AF:|AE 

\l . 
oder HG = AB X AF = s X AC. 

Somit ist, da ha in der Grundrichtung sich befindet und~ 
hg gleiche Richtung mit ac> also gh die entgegengesezte 
Richtung von ac hat, - 

— 2 

ag^=ac 

gh = — sXac 

- ha=:AG = + P> t 

and da als Summe der 3 Seiten eines Dreiecks 

ag + gh + ta = 0, 
so ist auch, wenn man in obiger Gleichung ac für x sezt, 

ac — sXac-f-p = 0, 
folglich ac eine Wurzel der Gleichung. 

Ganz auf ähnliche Art lässt sich zeigen, dass auch cb eine , 
Wurzel der Gleichung ist. Vollendet man nämlich das Pa- 
rallelogramm ACBK, so ist ak = cb, und construirt man, wie 

2 

oben, al = ak und zieht LO # AK , so lässt sich wieder 
zeigen, dass 

Rieeke, die RechniiBg mit Richtungrssahlen. 7 ^ 



lo = — »Xak 
oa = p, 
und da als Dreiecksseiten 
al + lö-f-oa = 0, 
so ist ancli 

äk*— ßX ak + p = 0, 
folglich ak oder cb gleich- 
falls eine Wnrzel der obi- 
gen GleichoDg. 

$. 62. 
Die Aufgabe, zwei Zahlen zo finden, deren Summe nnd 
Produkt gegeben sind, lässt sich eben so leicht durch Constmc- 
tion auch dann auflösen, wenn Summe und Produkt Rich- 
tungszahlen (complexe Zahlen) sind. Ist nämlich die Summe 
. ■ "" .S = Rla, 

das Produkt P = [^ b, 
so erhält man die Gleichung 

Auflösung. Es sey AB die Grundrichtung und ac 
= |«]a, sowie ad = [^b gegeben. 

Man halbire nun AC in E, nehme auf AB das Stück 
AF = 1, mache AG = AE und ziehe GH ft FE. Nun ist 
AH = AE' und wenn man den Winkel CAJ = BAC = a 
macht und AJ = AB, so ist , 



-m. 



Zieht man hierauf durch J eine Parallele mit AD, aber 
nach entgegengesezter Seite, uud nimmt JK = AD, so ist 



= ai + ik = ai — ac 



Um daraus die Quadratwurzel zu ziehen, beschreibt man über 
AK einen Halbkreis, macht AL = AF ^ I , errichtet in L das 
Loth LM and zieht AM. Halbirt man nun den Winkel BAK 
imd tiägt auf die Halbirungslinie nach beiden Seiten Strecken 
AN, AO = AM, so ist ■ • ,-*. 
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v^=±V(a^)'-i7ib= 



an. 

Endlich ziehe man durch den Punkt E eine Parallele mit 
NO und mache EP = AN, EQ = AO, so sind aq und aq die 
beiden gesuchten Zahlen. 
Beweis. Es ist 

ap + aq = ap-f-pc = ac = |a]a. 
Dieses folgt aus der Congruenz der Dreiecke, da nach der Con- 
struction 

AE = EC und PE = EQ (= AM), 
also auch PC = und ^ AQ ist. 
Ferner ist 

ap X aq = (ae-l-ep)(ae-f-eq) 
= (s^e + ep) (ae — - ep) 

2 2 

= ae — ep 

— 2 — 2 

= ae — an 

= ai — ak 
= ai -j-id 
= ad =lß]h. 
Es ist nämlich ak = di, weil nach der Gonstmction 
JE Pf. und = AD gezogen wurde, also ADJK ein Parallelo- 
gramm ist. 

§.63. 

Eine sehr schöne Anwendung findet die Rechnung mit 
Richtungszahlen auch bei der Auflösung einer' kubischen 
Gleichung mittelst der Cardanischen R^gel. Hat man die 
Gleichung x' = 3Px-|-2Q, 

80 findet sich bekanntlich nach der Regel Cardans 

x = Vq-j-Vq^— P' + VQ — Vo^lTpl 

und wenn Q^ < PMst, so werden beide Theile imaginäre Grös- 
sen und man hat nun 

« • 8 



^ = ^Q4>KP-!-A'V- 1 + Vu-vp*_q.v_i. 
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Da dieser Fall, welcher in der Algebra noter dem Namen 
äes Casus irreducibilis bekannt ist, gerade dann eintritt, wenn 
die Gleichung drei reelle Wurzeln hat, so ist klar, dass das 
Imaginäre bei der Addition sich auflieben muss. Diess läset 
sich tinn dnrch folgende einfache Constrnction darstellen. 

Zuerst construire man P', rtt.tr. 

iademmaD AB ^ 1^ AC ^Pnimmt 
and Über AC einen Halbkreis be- 
schreibt. Errichtet man nun in B 
tmd C Perpendikel, so erhält man 
AD = VP und AE = P V P^ 
voraus dann weiter folgt' 

AE' = P' und AD = VÄÜ 



Um sodann Q + VP' — Q' V— Iznconstruiren, nimmt 
man, wenn FJ die Grundrichtung vorstellt, FG = Q, * errichtet 
in G ein Loth und beschreil^ aus F einen Kreisbogen mit dem 
Halhmesser = AE, welcher die Lothrechte in H und H' trifft, 
denn da nach der Voraussetzung P ' > Q*, so ist auch AE^ > FG ' 
und AE > FG. . Kun ist 

GH = VFH' — FG' 



= VP'-Q' 
und somit . ' 

fh = fg + gh = QH-VP'-Q'V=:T ' 
und ebenso 

fh' = fg-j-gh' = Q-VP'-Q'V^^ 
I Es ist also nun 

j ■ X = VTh + V Th' 

und man hat nur noch aus jeder der beiden Bichtungszahlen 
die Kubikwurzel zu ziehen. Dices geschieht, da nach dem 
Frnhern immer 

* Da die Elpir anf d» folgenden Seite (des Baames im Text -wtgea) 
Te^eioert werden musste, so mositen FG, FH, FJ in Fig. 98 etwas kleiner 
genommen weiden, als die entspcecbendcn Linien Q. AE, AD in Fig. 97. 
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rjf. w. 



indem man aus F mit dem Halbmes^r FJ = AD = VFH einen 
Kreis beschreibt und Bog. JL = ^ Bog. JK nimmt. Nun ist 

fi = Vfh 
und auf gleiche Weise erhält man 

fm = V fi? 
und hieraus dann 

' x = fl + fm = FO; 
Um die übrigen Wurzeln zu construiren , hat man von L 
aus die Kreislinie in 3 gleiche Theile zu theilen , wo dann f 1' 
und f I" die beiden andern Wurzeln von fh sind. Auf dieselbe 
Weise findet man f m' und f m" als die beiden andern Wurzeln 
von fV und man erhält daraus die drei Wurzeln der Gleichung 
(fl-t-fm =F0 
x= fl'4-fm' =F0^ 
(fl" + fm" = FO". 
Alle drei Wurzeln sind nothwendig reell, da die beiden 
Summanden gleiche absolute Grösse haben und um gleich 'viel, 



r 
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aber nachT entgegengesezter Seite von der GruDdrichtung ab- 
wefcheD. 

Um die beiden Theile der Wurzel als Richtungszahlen 
ansdrückien za können, setze man den Wkl JFH = a, dann ist 



X = 



3 



VP + 



a -f- 2 ni TT 



VP, 



woraus man die drei verschiedenen Wurzelwerthe erhält, wenn 
man m = oder = 1 oder = 2 sezt. 

Der Winkel a (= GFH) wird , wie man aus der Figur 
sieht, durch die Gleichung bestimmt 

FG Q 

Mit Hülfe dieses Winkels lassen sich dann die drei Wur- 
zeln der kubischen Gleichung noch kürzer so, ausdrücken : 

i2VP^Xcosia 
X = I 2 VP X cos (Ja-f- 120*^). 

f 2 VP X cos (|a -f- 240®). 
Man sieht, dass diess mit der bekannten trigonometrischen 
Auflösung der kubischen Gleichungen (vgl. Klügeis Wörterb. 
1, 152) übereinstimmt, aber der Weg, der hier zu dieser Auf- 
lösung geführt hat, ist ein durchaus anderer. Ohne Anwen- 
dung trigonometrischer Hülfssätze ist es die einfache Anwen- 
dung der allgemeineü Regeln über die Rechnung mit Richtungs- 
zahlen auf die Formel Gardans, wodurch man dazu gelangt. * 



* In £. 6. Fischer* s Algebra heisst es (S. 133): ^Es ist bemerkops- 
werth » dass sich die vollständige Auflösung der kubischen Gleichungen in 
zwei bestimmte Arten scheidet, die gänzlich verschieden sind. Die eine 
löst nur Gleichungen auf, die eine reelle und zwei imaginäre Wurzeln haben, 
die andere nur solche, die drei reelle Wurzeln haben." — In Obigem liegt 
der Zusammenhang beider Auflösungen deutlich vor Augen. 



■V. AnwendanyeD In der «aalyHielien Cieo^e(rie> 

§. 64. , . 

WeQD man die Gleichung des Kreises h&t 

s' + y' = r', 

in velcher x die Abscisse, y die Ordinate nnd r den constanten 

Radius mit ]>ositivem reellem Werth bezeiclinen, so sezt diess 

rechtwinklige , dnrcb des Kreises Mittelpunkt A gelegte Coordi- 

Fif. M. naten AP, PM voraus. Will man diese 

iRichtong der Ordinaten in Beziehung 
auf die Grundrichtung AB, worauf sich 
auch die Absciseen bezieheo, in der 
Gleichungausdrücken, so hat man statt 
y zu setzen y V — 1, und man erhält 
nun die neue Ereisgleichaog 

x' — y' = r'. 
Nimmt man nun eine in beliebiger Richtung vom Hittel- 
punkt des Kreises Ä ans gezogene Linie ap als Abscisse und 
^'«- ""■ es Boll der Gleichung des Kreises 

gemäss die zugehörige Ordi- 
nate pm gefanden werden, so muss 
auch hier seyn 

— 1 — "j —rt 
ap — pm ^ ab ■ 

Daraus ergibt sich 
pm ^ap — ab 

= (ap + aW (ap — ab). 
Es ist aber, wenu man BP und CP 
zieht, ap + ab = Ca + ap = cp, 

ap — ab = ba-j-ap = bp, 
eJso pm = cp X bp 

, und pm = ±VcpXbp, 

was auf zwei, einander entgegengesezte, gleich weit von P ent- 
fernte Kreispunkte M und M' hinweist. 



Ans dieser Formel für pm ergibt sicli aber nidit nur die 
Grösse der Ordinate, sondern auch ihre Richtung. Es Ist näm- 
lich, »enn man den Winliel CPB = o, den Wlil DBF = ß und 
den Will BCP = )'sezt, 

cp=rficp 

bp = |?lBP = |S+7lBP, 
es ist also 

cpxbp^fir +27|c px]iP 
oBd v^Fxb^ = ± |y+||Vcp X BP. 

Halbirt man daher den Winkel CPB *^''' "" 

durch die FE, wodurch Wkl PEB als 

Aussenwjnkel = C + CPE = j- + ^ 

wird , Bo hat man die Richtung der 
Ordinate. Man erhält die beiden 
imaginären Kreispunkte, wenn man 
von P aus in dieser Richtung 
PM I 



abschneidet. 

Man sieht leicht, dasB die gewöhnlich« Auflösung der Auf- 
gabe, zu einer reellen Abscisse AP, wenn '^'' *"'■ 
GAB der Durchmesser des Kreises ist, diti 
zugehörige Ordinate PM zu finden, nur eini 
besonderer Fall der hier gegebenen ailgemei-l 
nen Auflösang ist, indem die Errichtung deti 
Perpendikels in P in nichts anderem besteht,! 
als in Halbirung des flachen Winkels, den CP und PU in P 
bilden, die Grösse der Ordinate aber hier wie dort dadurch 
bestimmt wird, dass man die mittlere geometrische Propor- 
tionale zwischen PC und PB nimmt. 
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§.66. 

**■ "'^- Wenn man nach dem im vortgeD 

ParagrapheD angegebenea Verfahren 
zu der beliebigen Abscisse ap die bei- 
den zugehörigen Ordinaten pm und pm' 
construirt hat Sind man zieht nun von 
dem Kreismittelpunkt A aus nach M 
und M' die Leitradien AM und AM', 
so lässt sich leicht zeigen, dass immer 

1) AMX AM' = ÄB* 
nnd 2)WkiMAB =WklM'AB. 
Da nämlich 
am ^=ap + pm 
am' = ap + pn(' = ap — pm, 
so ist araX am' = (ap-|- pm) (ap — pm) 

= aji — pm =ab , 
weil nach der Voraussetzung M ein (imaginärer) Punkt der 
Kreislinie ist, also die allgemeine Gleichung des Kreises auch 
auf ihn anwendbar seyn musa. Daraus, dass am X am' ^ ab 
ist, folgt dann weiter, dass dieses Produkt positiv seyn muss, 
was aber nach §.17 nnr der Fall seyn kann, wenn die Abwei- 
chungswinkel der beiden Faktoren gleich nnd entgegengesezt 
sind, d. h. wenn Wkl MAB = Wkl M'AB. 

"'''■ ">*■ Bieraus geht nun die Auf- 

lösung der weiteren Aufgabe 
hervor: zu einem beliebig gegebe- 
nen imaginären Kreispunkt M die 
zugehörigen beidea Coordi- 
naten AP und PM zu finden. 

Auflösung. Ist AG die 
Grundrichtung, AderMittelpunkt, 
AB = r, so beschreibe man aus A 
mit AB einen Kreis, ziehe von dem 
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gegebenen Punkt M nach des Kreises Mittelpunkt die MÄ, 
mache "Wkl BAC = Wkl BAM und ziehe duirch D die DM' ^_ MC. 
Verbindet man nun die Punkte M und M', halbirt MM' in P 
und zieht AP, so sind AP, PM die gesuchten complexen Coor- 

dioaten, nämlich ap = x, pm \ 

pm'(~^' 
Beweis. Wie oben, lässt sich zeigen, dass 
am X am'^ ap* — pra^ 
Es ist aber auch, weil MC und DM' parallel laufen, 
AMrAC — ADlAM', 
[also AM X AM' = ACX AD = Äb' 

' und da Wkl BAM + Wkl BAM' = 

am X am' =■ ab , 
also auch ap' — pm'^r' 

und somit sind äp und pm die beiden dem imaginären Kreis-' 
pnnkt M zugehörigen Coordinaten. 

In dem besondern Fall, wenn MA *^*' "*■ 

senkrecht steht auf AB, ziehe man MB 
uud darauf senkrecht die BM', so werden 
wieder, wenn man MM' in P halbirt, ap und 
pm die beiden Coordinaten für den imagi- 
nären Kreispunkt M seyn. Denn es ist 
wie oben, (Eiern, 6, 8) 
AB := am X am' =^ (ap -\- pm) (ap — pm^ 

r':=ap — pm ^x' — y'. 
In diesem Fall stehen also beide Coordinaten senkrecht auf der 
Grundrichtung, und während die Abscisse ap von ihrer 
ursprünglichen Richtung um einen rechten Winkel abweicht, 
also einen imaginären W«rth hat, bleibt die zugehörige Ordi- 
uate in ihrer ursprünglichen Richtung und hat somit einen 
reellen Werth. 

Liegtdagegen derPunktM auf der Verlängerung von 
AB, so beschreibe man über AM einen Halbkreis, welcher den 



108 

'''•■ '"■ aus A mit AB beschriebenen 

Kreis in D treffe. Fällt man 
nan aus D das Loth DM' und 
halbirt MM' in P, so sind 
die beiden Coordinaten AP 
und PM, denn es ist 
AP' — PM' = AM' X AM (Elem. 2, 6.) 
= AD* = AB'. 
Während nun die Absctsse ap einen reellen Werth hat, ist jezt 
die Ordinate pm imaginär, indem sie von ihrer ursprünglichen 
. Richtung um 90 Grad abweicht. 



Aus der Auflösung der Aufgabe im vorig<>n Paragraphen 
ist ersichtlich, dass jeder beliebige Pankt M in der Ebene des 
Kreises als imaginärer Kreispunkt betrachtet werden darf, die 
imaginären Ereispunkte also keineswegs wieder eine eigene 
Kurve bilden.. Diess Leztere ist jedoch der Fall, sobald tnan 
zu der allgemeinen Bedingungsgleichang 

x' — y' = r' 
noch irgend eine weitere Bedingung beifugt. 

Sezt man z. B. die Bedingung , dass die Absclssen alle 
^'*'*^- von der absoluten Länge = r 

seyen, d. h. dass die Endpunkte 
der Abscissen P sämmtlich auf 
dem Umfang des aasA mit AB 
beschriebenen Kreises liegen, so 
werden die zngehürigen Punkte M 
auch auf dem Umfang einesKrel- 
ses liegen. Diesen Kreis findet 
man, wenn man durch A die DE 
senkrecht auf CB zieht und ans U 
mit DB einen Kreis beschreibt 
Ist nämlich ap die gegebene 
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Abscisse^ so finden sich, indem man die EP zieht und dieselbe 
bis an den Kreis verlängert, pm qnd pm' als die zugehörigeil 
Ordinaten. * Denn da Bogen CE = EB, so halbirt EP den 
Wkl CPB, und da CPB = 90® und Wkl G = J CDB = 45** 
(Elem. 3, 20, 31), so ist PB = PG (Eiern. 1, 32. 6) und 
CPXPB = CPXPG=MPXMT. (Elem. 3, 35.) Bnd- 
lich ist, da DPE = 90« (Elem. 3, 31), die Chorde MM' in P 
halbirt (Elem. 3, 3) und es ist also ' 

CPXPB = MPXM'P = MP* . 
oder MP die mittlere Proportionale zu CP und PB, also pm 
(nach §. 64) die zu ap gehörige Ordinate. 

Auf ähnliche Art könnte man die Bedingung festsetzen, 
dass die Abscissen alle gleichen Richtungswinkel haben , d. h. 
dass ihre Endpunkte P sämmtlich «auf einer geraden , durch A 
gehenden Linie liegen müssen, und könnte nun die Kurve suchen, 
auf welcher die Endpunkte ihrer Ordinaten M liegen. In dem 
besondern Fall, dass der constante Richtungswinkel der Abscis- 
sen = ist, findet sich als geometrischer Ort jener Endpunkte 
für Abscissen < r eine Kreislinie, für Abscissen > r eine 
gerade Linie. Ist der constante Winkel für die Abscissen 
= 90**, so liegen sämmtliehe imaginäre Kreispunkte auf einer 
geraden Linie, nämlich derjenigen, welche durch den Kreis- 
mittelpankt geht und senkrecht auf der Grundrichtung steht. 



Dritter Abschnitt 

Allgemeine Betrachtungen über die Rechnung mit 

Richtungszahlen. 



I. Ole üepiiitioift der Kalil« 

§. 67. 

Indem ich in diesem Abschnitt mir die Aufgabe gestellt 
habe, die im ersten Abschnitt enthaltene Darstellung der Rech- 
nung mit Richtungszahlen näher zu begründen, muss ich wohl 
vor Allem versuchen , die dort gegebene Definition von einer 
Zahl als einer nach einer bestimmten Einheit gemes- 
senen, geraden Linie zu rechtfertigen, denn diese Definition 
ist derjenigen Art, wie inan gewöhnlich eine Zahl erklärt, so 
durchaus fremd, dass von dieser Seite wohl die meisten Ein- 
wendungen zu erwarten seyn dürften. 

Gewöhnlich wird die Zahl als eine Menge oder Vielheit 
von Einheiten tleikiirt. So heisst es z. B. in Euklids Elemen- 
ten (Buch 7, Def. 2): „Eine Zahl ist eine aus Einheiten 
bestehende Meng e.^ Diese Definition genügt aber nur so 
lange, als man blos die Reihe der natürlichen ganzen Zahlen 
im Auge hat. Und schon hier tritt das Bedenken auf, dass nach 
dieser Erklärung Eins keine Zahl wäre. * Wenn man, um diess 



* Euklid in seinen Elementen rechnet auch i|^ der ThatEins nie zu den 
Zahlen. So heisst es gleich im Beweis Ton 7, 1 : „es würde also eine Zahl 
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zu rechtfertigen, sagt, Eins sey anch kein&Zahl, sondern nur der 
Anfang des Zählens, so ist darauf zu erwiedem, dass Null der 
wahre Anfang des Zählens ist. Eins dagegen schon den ersten 
Schritt beim Zählen bezeichnet und somit bereits selbst eine Zahl 
ist. Niemand wird auch läugnen, dass eine Zahl vermindert wird, 
wenn man 1 von ihr wegnimmt; man hat einen Theil von ihr weg- 
genommen, ein Theil von einer Zahl kam} aber nur wieder eine 
Zahl seyn. Streng genommen hat man allerdings zu unter- 
scheiden zwischen ]^ins als Einheit und Efns ^Is Zahl. Sie 
unterscheiden sich, wie das Mass und di^ gemessene Grösse. 

Diese Einwendung gegen die gewöhnliche Definition, sowie 
die weitere, dass sie nur fiir ganze Zahlen, nicht auch für ge- 
brochene Zahlen passt, Hessen sich übrigens leicht durch eine 
etwas veränderte Fassung beseitigen. Man dürfte nur die 
Definition etwa so ausdrücken: „Eine Zahl entsteht, wenn man 
die Einheit oder einen aliquoten Theil derselben ein oder meh- 
rere Mal nimmt. ^ 

Aber ganz anders gestaltet sich die Sache , sobald man 
die Definition bei irrationalen Zahlen in Anwendung bringen 
will. Bei diesen kann von einer Vielheit von Einheiten so we- 
nig die Rede seyn, dass man umgekehrt Irrationalzahlen als 
solche zu definiren pflegt, „welche weder von der Einheit, noch 
von einem aliquoten Theile derselben ein Vielfaches sind." 
Und doch sollen irrationale Zahlen auch Zahlen seyn und sind 
es auch sicher, denn man kann sie ja mit ganzen Zahlen ver- 
gleichen und z. B. nachweisen, dass 

V2 >1 oderV2 >1,4 

< 2 < 1, 5 etc. 

ist. Nur gleichartige örössen lassen sich aber der Quantität 
nach mit einander vergleichen, irrationale Zahlen gehören somit 



die Einheit messen, welches nicht seyn kann/ . Euklid sezt also hier Torans, 
dass eine Zahl immer grösser ist als die Einheit. 



1. 1 > 
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eben wegen dieser Vergleichbarkeit unzweifelhaft unter das 
Genus Zahl. Di^ angegebene. Definition ist also zu eng, da 
sie nicht alle verschiedene Species von Zahlen umfasst. Sie 
ist also mangelhaft und drückt das Wesen der Zahl nicht aus. 

§. 68. 

Man hat früher * Zahlgrössen und Raumgrössen einander aaf 
die Weise entgegengesezi, dass man die ersteren als diso rete, die 
andern als continuir liehe Grössen bezeichnete» indem man 
damit ausdrücken wollte, das$ dieZahlgrösse aus einer bestimm- 
ten Anzahl getrennter Theile, die Raumgrösse dagegen aas einer 
an sich unbestimmten Anzahl stetig verbundener Theile zusam- 
mengesezt sey. Diese Unterscheidung passt aber wohl för 
ganze und gebrochene Zahlen, nicht aber bei Irrationalzahlen. 
Leztere Art von Zahlen nöthiget vielmehr, die Stetigkeit in 
der Zunähme den Zahlgrössen als ein eben so nothwendiges 
Merkmal beizulegen, wie den Raumgrössen, und Euklid behan- 
delt desshalb auch diese Zahlen im lO^** Buch seiner Elemente 
unter dem Namen ^incommensurable Grössen^ geradezu als 
Linien, theilweise auch als Flächen und Körper. 

In der That lässt sich auch die Aufgabe , aus 2 die Qua- 
dratwurzel zu ziehen, deren arithmetische Auflösung, insoweit 
man nämlich ein Vielfaches der Einheit oder eines aliquoten 
Theils der Einheit als Wurzel angeben soll, unmöglich ist, — 
geometrisch mit vollständiger Genauigkeit lösen. Denn nimmt 
man eine Linie AB = 1 und beschreibt Fig. los. 

über AB ein Quadrat, so ist die Diago- 
nale desselben AC = V 2. Verlängert 
man AB, so dass BD = AB ist, und 
macht AE = AC , so sieht man leicht, 
dass der Punkt E zwischen B und D fal- 
len muss, aber mau mag BD in jede beliebige Anzahl gleicher 




Yeifgl. Klügeis mathematisches Wörterbach. Bd. 2. Art. GrOase. 
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J'heile theilen , nie wird ein Theilpunkt auf E fallen, und man 
begreift also, wie man die gesuchte Grösse AE nur dadurch 
erlangen kann, dass man sich AB stetig gegen Dzu wachsend 
denkt. Nur bei solchem stetigem Wachsen muss man allmäh- 
lich jede Grösse, die zwischen AB und AD liegt, also auch 
die von AE erhalten. 

"Noch mehr spricht sich übrigens die Wahrheit, dass das 
stetige Wachsen als eine dem Wesen der Zahl ängehörige. 
Eigenschaft betrachtet werden muss , in den höheren Theilen 
der Arithmetik aus. Unendlich kleine Zahlen , wie sie in der 
Differentialrechnung in Betracht konunen, können ohne ein 
stetiges Abnehmen oder solches Zunehmen der Zahl gar nicht 
gedacht werden, und die Aufgabe der Analysis, die Funktionen 
x% a% log. X, sin x etc. allgemein, d. h. für die- successiv sich 
ergebenden Werthe von x, zu entwickeln , ist ganz auf einer 
solchen Anschauung der Zahl als stetigen Grösse basirt. 

Steht aber das fest,, dass Zahlen stetige Grössen sind, 
so wird man zunächst auf Raumgr9ssen oder Zeitgrössen hin- 
gewiesen, da das 'Merkmal der Stetigkeit mit unserer Vor- 
stellung von Raum und Zeit unzertrennlich verbunden ist. Für 
Zeitgrössen wt^rde nun das sprechen, dass das Messen nach einer 
angenommenen Einheit wesentlich zur Zahl giehört, Messen 
aber eine Thätigkeit in der Zeit voraussezt. Wenigstens in 
der Entstehung einer Zahl^ im Zählen, liegt ein Fortschreiten 
in der Zeit. Auch liegen die Theile der Zahlgrösse in unserer 
^^rstellung nicht, wie bei den Raumgrössen, neben einander, 
idem sie folgen aufeinander. Indessen können wir uns die 
selbst nur als eine Bewegung in gerader Linie vorstel- 
BDd so fielen gewissermassen Zeitgrössen wieder mit Ranm- 
üssen von einer einzigen Dimension (Länge) zusammen. '*' 



* Dr. Wlttfttein m HannoTer drückt «ich darüber in Granerte Archiv 
der Mathematik (Bd. 6, S. 225) auf folgende Weise aus: 

«Wie Borgfilltig man auch darauf bedacht seyn mag , alle Begriffe Ton 

Riecke, die Rechnopg mit Richtanrszahleii. ° 
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§. 69. . 

Kann man hienach noch zweifelhaft seyn, ob man Zahlen 
als Ranmgrössen oder Zeitgrössen za betrachten hat, so spricht 
dagegen entschieden die Betrachtung der negativen Zahlen, 
and noch entschiedener die Betrachtang der sogenannten ima- 
ginären Zahlen für Raamgrössen and zwar für die gerade 
Linie. 

Za der einfachsten und natürlichsten Erklärung der nega- 
tiven Zahlen gelangt man sicher auf die Weise, dass man sich 
die Reihe der natürlichen Zahlen rückwärts verlängert denkt 
und nun diejenigen Zahlen negativ nennt, welche in der der 
ursprünglichen entgegengesezten Richtung gezählt werden. 
Man kann zugeben, dass man zunächst durch Subtraktion einer 
grösseren Zahl von einer kleineren auf solche Zahlen gekom- 
men ist, aber daraus folgt nocii nicht, dass man das Wesen der 
negativen Zahlen a,usdrückt, wenn man sie als subtr aktive 
Zahlen bezeichnet. Es liegt etwas Unklares in der Aufgabe, 
eine sabtraktive Zahl zu subtrahiren, oder eine subtraktive 



Raum nnd AasdehnoDg , als der Geometrie aogehOrig, ans der> abstralEten 
Arithmetik fem zu halten , so kann doch die eine Thatsaehe nicht hinweg 
gelAngnet werden, dass man den Inbegriff der reellen Zahlen sich stets unter 
dem Bilde einer geraden, nach beiden Seiten unbegrttnzten Linie vorsteOt 
Dieses Bild ist das nothwendige Ergebniss desjenigen psychologischen Vor- 
ganges , welcher die Zahlen entstehen Iftsst, nnd es bildet, wenn auch mehr 
oder weniger unbewnsst , die Grundlage aller arithmetischen Betrachtongen. 
Zuerst stellen sich die gan z'en Zahlen dar als eine Reihe äqoidistanter Punkte; 
ein beliebiger Punkt wird als Nullpunkt angesehen , und Ton ihm ausgehend 
entwickeln sich nach der einen S^ite die p o s i t i v e n, nach der andern die n e g a- 
tiven ganzen Zahlen, beide ins ünbegränzte. Durch äquidistante Interpolirun- 
gen zwischen je zirei benach]i>arten Punkten vermittelst n^uer Punkte gelangt 
man zur Darstellung der Bruch e^ sowohl der positiven, als der negativeD, 
nnd der Begriff der irrationalen Zahlen führt .endlich dahin, die discon- 
tinuurliche Punktenreihe in eine continuirÜche Linie übergehen zu machen." 
• »Die Arithmetik ist also nichts weniger, als eine Wissenschaft , die sich 
aussclütesslich mit discreten Grössen beschäftigt, welche sachwidrige Ansicht 
man noch immer von Lehrbuch zu Lehrbuch wandern sieht." 
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Zahl mit einer^ subtraktiven zu multipliciren. Oder ist das 
Wesen der Sache damit ausgedrückt, wenn man die Formeln 

cos 60* = + 0,5 
cos 120*» = — 0,5 
damit er|:lärt, dass man sagt, 0,5 muss ipa ersten Fall addirt, 
im andern sübtrahirt werden? Was will eine subtraktive Zahl 
sagen, so lange nichts da ist, wovon sie subtrahirt werden soll? 
Die einfache Wahrheit, wie sie. sich aus der Betrachtung der 
Fig. 100. Figur ergibt, ißt, dass 0,5 im ersten 

Fall von A vorwärts nach B zu, im 
zweiten rückwärts von A nach C ge- 
zählt werden muss. Auf ähnliche 
Weise verschwinden alle Dunkelheiten 
in der Lehre von den entgegengesezten 
Grössen durch die Annahme , dass positive und negative Zah- 
len solche Zahlen sind, welche nach entgegengesezter Richtung 
abgezählt werden. * 

* Ich verweise aaf die lichtTolle Abhandlung von £. 6. Fischer über 
den Begriff entgegengesezter Grossen in den Anmerkungen zu seinem Lehr- 
buch der Ma^theiiiatik (1822. Heft 2, S. 53— 75). Hier heisst es: 

n Sowie man eine unbegriinzte Linie, unbegrftnzte Zeit denken kann, 
ebensa eine unbegränzteHenge, und denkt man sich diese in einer Reihe 
aufgestellt vor (was eigentlich immer zum sichern Abzählen nöthigist), so 
kann man offenbar von- jedem einzelnen Dinge aus jede beliebige Anzahl 
voTwftrts oder rückwärts abzählen. Die Zahl ist aber gleichsam der 
allgemeine Träger aller Grössen , daher ist die Möglichkeit, jede Grdsse in 2 
entgegengesezten Richtuugen zu constmiren, allen Arten von GrOssen gemein.^ 

„So unmittelbar indessen auch der Begriff des Gegensatzes mit dem 
nothwendigen Begriff einer GrOsse zusammenhängt, so ist doch keine innere 
Nothwendigkeit vorhanden, ihn anzuwenden, und in der That hat man bis 
in das 17. Jahrhundert sehr schwierige algebraische und analytische Fragen 
aufgelöst , ohne von positiven und negativen Grossen zu reden. Insofern die 
Anwendung dieses Begriffs nicht «chlechthip nothwendig ist, könnte man 
sagen , dass ihre Aufnahme in die Wissenschaft ein mathematisches Runst- 
stück sey, ^ber dieses Kunststück ist keine aus der Luft gegriffene Künstelei, 
sondern ein Beförderungsmittel der Wissenschaft , dessen Ursprung aus dem 
Wesen unseres VorstellungsvermOgens nachgewiesen werden kann.^ 

8» 
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t 

Hier erscheint also zuerst neben der Stetigkeit auch die 
Richtung als nothwendiges Merkmal der Zahlen. Die Rich- 
tung ist aber bei den entgegengesezten Grössen nur eine zwei- 
fache, nach Vorwärts und nach Rückwärts. Die Betrachtung 
der sogenannten imaginären Zahlen nöthiget zu einer allge- 
meineren Auffassung, indem diese Art von Zahlen nur dann 
ihre genügende Erklärung erhält, wenn man annimmt, dass man 
von «dem Anfangspunkt aus auch in lateraler Richtung die 
Zählung vornehmen kann. Die Zahlenlinie erweitert sich bei 
fortgesezter Betrachtung endlich in eine Zahlenebene, in 
welcher von einem beliebig angenommenen Punkt aus Zahlen- 
linien nach allen Richtungen auslaufen. Eine dieser Linien 
wird als die ursprüngliche Grundrichtung/betrachtet, alle andern 
Richtungen durch den Winkel bestimmt, unter welchem sie von 
dieser Grundrichtung abweichen. Wie sich bei dieser Annahme 
alle Rechnungsoperationen mit imaginären Zahlen höchst ein- 
fach entwickeln lassen, ist im ersten Abschnitt ausfuhrlich dar- 
gethan worden. . 

§. 70. 

• . 

Man könnte nun freilich einwenden , alles Bisherige zeige 
zwar, wie die gerade Linie ein sehr passendes Bild sey, nm 
die verschiedenen Rechnungsoperationen zur deutlichen Anschau- 
ung zu bringen, berechtige aber noch nicht, die Zahl mit der 
Linie zu identificiren und sie als solche zu definiren. Ith erlaube 
mir, darauf folgendes zu erwiedern: 

1) Sobald man einmal erkannt hat, dass Stetigkeit und 
Richtung zu den Merkmalen der Zahl gehören, so ist in der 
That kein wesentlicher Unterschied mehr zwischen einer Zahl 
und einer geraden Linie , denn was ist denn eine gerade Linie 
anders, als eine stetige Grösse in ^iner bestimmten Richtung? 
Hienach erscheint offenbar die Linie nicht mehr als bloses Bild 
der Zahl, sondern als die Zahl selbst. Doch kand anderer- 
seits auch von einem Identificiren von Linie und Zahl nicht die 
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Rede seyn, es bleibt immer noch ein unterschied zwischen bei- 
den Begriffen. Die Zahl wurde im ersten Abschnitt als eine 
nach einer bestimmten Einheit gemessene gerade Linie 
definirt. !Nicht jede gerade Linie kann also Zahl genannt wer- 
den, sondern nur diejenige, die wir nach einer Ibestimmten Ein- 
heit messen und durch dielses Maas ihrer Grösse nach aus- 
drücken. Durch Messung der .geraden Linie wird aber die 
Raumgrö^se zugleich Zeitgrösse, und man könnte liienach sagen: 
die Zahl entsteht, wenn man die einzelnen Theile der gers^den 
Linie nach und nach zur Anschauung kommen lässt, d. h. 
wenn man den Raum in der Zeit betrachtet. * 



* Manche Mathematiker betrachten die Zahl als eine besondere» gleich- 
üälls ursprüngliche reine Anschauung im menschlichen Geist, wie den Raum 
mid die Zeit. So sagt £. 6. Fischer in den Anmerkongen zn seinem Lehr- 
buch der Arithmetik (Heft 2, S. 54) : 

„Alle idealen (nur vorgestellten) Grössen lassen sich unter drei Begriffe 
bringen: Raum, Zeit und Zi^hl. Baum und Zeit sind die beiden, dem 
innem Sinn unmittelbar anschaulichen Grössen ; die Zahl gehört zwar auch 
zu den Erzeugnissen des VorstellungsvermOgens selbst, aber sie ist nur mit- 
telbar anschauUch, nämlich nur in der Vorstellung einer Menge von Dingen.'' 

Eigenthümlich ist die Art, wie Schlömilch in seinem Handbuch der 
algebraischen Analysis (1851. S. 342) die Zahl als ein Mittelding zwischen 
Raum und Zeit betrachtet. Er sagt darüber: 

„Die Analysis zeigt, dass das Zahlengebiet nicht aus einer, sondern aus 
zwei Dimensionen besteht, und es ist dieses Resultat um so bemerkenswerther, 
als damit eine eigenthündiche Verbindung zwischen den verschiedenen For- 
men der mathematischen Erkenntniss hergesteUt werden kann. Betrachten 
wir nämlich die Dinge der Aussenwelt von ihrer mathematischen Seit^ , so 
sind sie einer dreifachen Auffassung fähig. Wir denken uns dieselben ent- 
weder nach einander an verschiedenen Stellen der Zeit, oder schematisch 
geordnet, indem wir ihre Stellen durch Zahlen bezeichnen, oder endlich 
neben einander an verschiedenen SteUen des Raumes. Das Eigenthfimliche 
dabei ist, dass die Zeit eine, das Zahlengebiet zwei« der Raum drei 
Dimensionen umfasst.** 

Newton (in seiner Methodus fluzionum) fand in der geraden Linie 
eine vermittelnde Grösse zwischen Raum und Zeit , die er als unmittelbar 
nicht mit einander vergleichbar erklärt, — insofern nämlich die gerade Linie 
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2) Gleichgültig ist es auf keinen Fall, ob man die gerade 
Linie Mos als ein Bild der Zahl ansieht, oder als die Zahl selbst 
anerkennt. Erst dann , wenn man die Definition der Zahl als 
gerade, nach einer bestimmten Einheit gemessene Linie an die 
Spitze der Arithmetik stellt, wird man die geometrischen Con- 
stmctionen als wirkliche Beweise der arithmetischen Lehrsätze 
gelten lassen müssen. So lang man dagegen die Linie nur als 
bequemes Yeranschaalichongsmittel betrachtet, wird man sich 
bei Anwendung solcher Gonstructionen immer dem Vorwurf 
aussetzen, dass man unmethodisch verfährt und zwei verschie- 
denartige Disciplinen, die Geometrie und Arithmetik, mit ein* 
ander vermengt. Dadurch gerade unterscheidet sich die Dar- 
stellung der einfachen Rechnungsoperationen mit imaginären 
Zahlen, wie ich. sie im ersten Abschnitt entwickelt habe, von 
andern Darstellungen. Während man bis jezt meist nur bemüht 
war, die auf dem bisherigen Weg schon erwiesenen arithme- 
tischen Sätze zu construiren, um so die Uebereinstimmung 
der Rechnung mit der Zeichnung nachzuweisen und die Zahlen- 
verbindungen dem Auge anschaulich zu machen, habe ich den 
entgegengesezten Weg eingeschlagen. Ohne weitere Voraus- 
setzungen ging ich von der Definition der Zahl als Linie aus 
und zeigte, wie aus dieser Definition die Auflösung der arith- 
metischen Aufgaben, sowie der Beweis der arithmetischen Sätze 
durch Gonstruction sich ableiten lassen. Die Ausführung im 
ersten Abschnitt kann und will zwar nicht auf Vollständigkeit 
Anspruch machen , aber das Gegebene dürfte, wie ich glaube, 
hinreichen, um zu zeigen, dass, wenn man die angegebene De- 
finition der Zahl zu Grund legt, die Auflösung aller Grundauf- 
gaben der Arithmetik sich streng systematisch daraus ableiten 
lässt. 



ZQ beiden VerwandtBchaft habe. (Vgl. Weiss enborn, die Principieii der 
höheren Analysis. 1856. S. 24.) Es ist aber wohl eigentlich die Ton Newton 
durch die gerade Linie dargesteUte Zahl, welche er als Teimittelnde Grösse 
gebraucht. 



^ 
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.3) Dass früher in der Arithmetik die Linie immer nur als 
Bilci de# Zahl benüzt wurde , ist wahr. Aber es konnte diess 
nicht anders seyn» so lange man nicht darauf gekommen war, 
dass die Richtung zu den wesentlichen Merkmalen der Zahl 
gehört 9 diese Erkenntniss ist aber .eigentlich erst ein Ergebüiss 
der allemeuesten Zeit. Man würde jedoch einen Fehlschluss 
machen, wollte man daraus folgern, dass der Begriff der Zahl 
als. gerader Linie mit bestimmter Richtung niclit ursprünglich 
in unserem Vorstellungsvermögen liegen könne, sondern nur eine 
wissenschaftliche Künstelei sey. Eine ursprünglic)ie reine An- 
schauung des Geistes kann immerhin lange Zeit verdunkelt 
seyn und erst bei fortschreitender Entwickelung der Wissen- 
schaft zum klaren Bewusstseyn kommen. Den nächsten Beleg 
dafür liefert der Gegensatz der Zahlen, der auf dem Vor- 
wärts- und Rückwärtszählen beruht. Gewiss liegt dieser^ 6e- 
gensatz in dem Wesen der Zahl, und doch hat es Jahrhunderte 
gedauert, bis die Mathematiker sich dieses Gegensatzes klar 
bewusst wurden. Noch Descartes nannte die negativen Wur- 
zeln einer Gleichung falsche Wurzeln und noch von Wolff 
werden sie als Zahlen erklärt, die weniger als nichts wären, 
und ein förmlicher Beweis dafür geführt, dass sie keine wah- 
ren Grössen seyen. 

Der umstand übrigens , dass die gerade Linie sowohl bei 
den älteren, als neueren Mathematikern so häufig zur Vetan- 
schaulichung und graphischen Darstellung der Zahlenverbin- 
dungen benuzt wurde, — dieser Dmi^tand weist gerade am 
deutlichsten darauf hin, in welcher natürlichen Verwandtschaft 
Zahl und Linie ste)ien. Die wichtigsten Fortschritte in der 
Zahlenlehre wurden immer da gemacht, wo man die Sätze und 
Aufgaben der Arithmetik auf Raümgrössen anwendAe. Der 
innere Zusammenhang unter den Wurzeln einer Gleichung 
wurde erst völlig erkannt, als Descartes anfing, die Glei- 
chungen zur Bezeichnung von Kurven zu gebrauchen, und New- 
tons Fluxionenlehre, wodurch die Analysis ihre grösste Erw«i- 



120 

terang erfahren hat, ging nar aus geometrischen Betrachtungen 
hervor. Statt aber den wahren Grand dieses Zusamillenhaiigs 
zu erkennen, nö,mlich den, dass die Zahl eben nichts Anderes 
als eine gemessene gerade Linie ist, haben sich die Analytiker 
vielmehr auf das Eifrigste bemüht, die auf synthetischem Wege 
gefundenen Wahrheiten, unabhängig von ihrem Ursprung, rein 
analytisch zu erweisen. Und doch lässt sich dieses innere 
Band zwischen Geometrie und Arithmetik auf keine Weise 
ganz vertilgen, denn selbst in denjenigen Lehrbüchern der Ana*- 
lysis, wo m^n so sehr bemüht ist, jede Einmischung von geo- 
metrischen Erläuterungen , ich will nicht sagen von Beweisen, 
fem zu halten, und eine geometrische Figur im Buche al& einen 
grossen methodischen Verstoss ansehea würde, — selbst hier 
sieht man sich doch unerwartet von trigonometrischen Kunst- 
wörtern,' von Sinus und Cosinus, umgeben und kann den Buch- 
staben TT, welcher doch das Verhältniss der Rreisperipherie 
zum Kreisdurchmesser bezeichnet, nicht vermeiden. So zeigt 
sich z. B. in der §. 46 entwickelten Formel 

Loff V^^ 
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die Zahl n als Ergebniss einer Division von zwei Zahlen, welche 
scheinbar mit einem Kreis nicht das Geringste zu thun haben. '*' 



* Um Venigstens mit Einem Beispiel das oben Gesagte nSher za begr&n- 
den, so sagt Thibant in seinem Grondriss der allgemeinen Arithmetik (Göt- 
tingen 1809) S. 295: 

nZufällig also sind es gerade dieselben arithmetischen Formeln , anf 
welche wir vorhin^bei der Betrachtung der ExponentialgrOssen mit unmög- 
lichen Exponenten gerathen sind , die för die wesentlichsten BedürEoisse der 
Trigonometrie berechnet werden nmssten. Die Analysis kann sich dieses 
f^ortheilhaCen ümstandes bedienen, sie mag allenfalls, nip keine überflüssige 
Terminologie sn stiften, den Namen Sinus und Cosinus eine rein arithme- 
tische Bedeutung unterlegen , welcher gemftss sie nichts anderes als Zahl- 
ausduQcke yon bestimmter GesJialt bedeuten. Sie bekommt dadurch offenbar 
nichts mit der Geometrie oder Trigonometrie 2u thun und ihre Reinheit leidet 
nicht durdi Einmischung einer reellen Grössenwissenschaft , welche in der 
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Die Thatsache, dass man aller dieser Zeichen ungeachtet 
Zahl und Linie so lang als ganz heterogene Dinge betrachten 
konnte, könnte in Ers Annen setzen , wenn die Geschichte der 
Mathematik nicht ähnliche Erscheinungen, in Menge darbieten 
wurde. Die Erfindung unseres Zahlensystems, sowie die Lehre 
von den Gleichungen liefern besonders merkwürdige Belege 
dafür ^ wie lange Zeit es oft dauert, bis ein scheinbar höchst 
einfacher 5 offen daliegender Gegenstand in seiner wahren Be- 
deutung erkannt und in die Wissenschaft eingeführt wird. 

Endlich 

4) was man auch gegen die im ersten Abschnitt aufge- 
stellte Definition einwenden* mag, es genügt nicht, etwaige 
Mängel derselben nachzuweisen, es muss auch etwas Besseres 
an ihre Stelle gesezt werden. Dass die gewöhnliche Definition 
der Zahl als einer Vielheit von Einheiten für den jetzigen Stand- 
punkt der Wissenschaft nicht mehr passt, ßc&eint mir unzweifel- 
haft, und ebenso klar ist, dass das Merkmal der Richtung in 
die Definition aufgenommen werden niuss. Wie will man nun 
die Zahl anders definiren, als durch eine gerade, nach einer 
bestinmaten Einheit gemessene Linie? . — 

Ganz ungenügend scheint es jedenfalls, wenn man das 
Wesen der Zahl damit erklären zu können glaubt, dass man 



Tbat nici gestattet werden darf, wenn man nicht alle Ordnung der Begriffe 
Tendrren and die Folge zum Grunde machen will.** 

Es witd wohl Jeden überraschen , in einem Lehrbuch der Mathematik 
yoli einer zufälligen üebereinstimmung arithmetischer und trigonometri- 
scher FQrmeln oder von einem glücklichen Zufall (S. 278) zu lesen, „der 
uns schon längst berechnete Tafeln in die Hände gegeben, um die Terwickelt- 
sten Rechnungen mit unmöglichen Ausdrücken auf einen einfachen Mechanis- 
mus zurückzuführen. ** Und doch scheint der innere nothwendige Zusammen- 
haog nicht so tief verborgen zu liegen. Ist aber solcher, einmal nachgewiesen, 
so kann auch von keiner. Yerwirmng aller Ordnung der Begriffe mehr die 
Bede seyn, wenn man das, was aus gleicher Wurzel hervorgeht, auch neben 
einander stehen lässt. Arithmetik und Geometrie sind nicht Grund und Folge, 
sondern der gleiche Gegenstand in verschiedener Beziehung aufgefasst. 
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Mgtf darch die Zahl werde das Verhältniss einer Grösse zu. 
einer andern gleichartigen , als Einheit angenommenen Grösse 
ausgedruckt. Abgesehen von vielem* Anderen wäre dadurch 
die Schwierigkeit nur auf die Erklärung von einem Verhältniss 
übergetragen, während andererseits es doch wohl einfacher und 
naturgemässer scheint, die Erklärung der Zahl vorausgehen 
und den Begriff von einem Verhältniss (im mathematischen 
Sume des Worts) als den zusammengesezteren darauf folgen 
zu lassen. 



II« Beiieiiitiui8> und Beaetelutiuiy der 

§. 71. 

Die Einfiihrang neuer Kunstausdrücke und neuer Zeichen 
in die Mathematik ist wohl immer, wo es nicht durchaus noth- 
wendig ist, etwas Bedenkliches. In dem gegebenen Fall scheint 
aber diese Nothwendigkeit wirklich vQrhanden zu seyn und es 
hat sich daher nur darum gehandelt, nicht weiter zu gehen, als 
es eben die Nothwendigkeit fordert. 

So wie man in der Mathematik , sobald man den Gegen- 
satz der Zahlen , d. h. das Vorwärts- und Rückwärtszählen, 
in Betracht zog, es auch für nothwendig fand, Grössen dieser 
Art durch einen eigenen Namen, nämlich als entgegenge- 
sezte Zahlen, von solchen Grössen zu unterscheiden, auf 
welche man diesen Gegensatz nicht in Anwendung bringen will, 
so scheint es gleichniässig nothwendig» für diejenigen Zahlen, 
bei welchen man meben der absoluten Grösse auch ihre von der 
ursprünglichen Zahlenlinie überhaupt abweichende Richtung 
in Betracht zieht, eiire eigene Benennung zu gebrauchen. Ich 
habe mir erlaubt, zwei Benennungen dafür in Vorschlag zu 

. bringen, nämlich relative Zahlen und Richtungszahlen. 

. Relative Zahlen könnte man sie heissen im Gegensatz zu den 

j 
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absoluten Zahlen, n^it welchem lezteren Namen man längst 
schon alle Zahlen bezeichnet» bjei wdchen man auf das Vor- 
zeichen keine Rücksicht nimn^t. Die Benennung ^Bichtungs- 
zahlen"^ hätte dagegeü den Vorzug, dass in dem Worte selbst 
schon ausgedrückt ist, wodurch sich diese Art von Zahlen von 
absoluten Zahlenwerthen unterscheidet. 

Die von Gauchy in die Mathematik eingeführte Benen- 
Bong „complexe Zahlen" genügt dem vorliegenden Bedürf- 
fliss nicht, denn obgleich jede Richtungsz^hl als complexe Zahl 
aosgedrückt werden kann 

(^ r = r cos :y-|- J^ ^^ 9 V — 1 
= aH-bV^, ' 
80 wird doch aus der RichtungszaU erst eine complexe, wenn 
man för die schiefe Linie die gleichwerthige Summe einer reel- 
len und imaginären Zahl sezt. * 

§.72. 

Ausser dem neuen Namen ist aber offenbar auch ein neues 
Zeichen für .die jedesmalige 'Richtung der Zahl nothwendig. 
Diese Richtung wird durch Angabe des Winkels bestimmt, um 
'welchen die Zahl von der Grundrichtung abweicht, und dieser 
Winkel muss dem absoluten Werthe der Zahl auf gleiche Weise 
beigesezt werden, wie man diess bisher bei den positiven und 
negativen Zahlen mit den Vorzeichen + ^^^ — gethan hat, 
die weitere Ausfuhrung haib aber etwas Willkürliches. 

Mourey (Paris, 1828) bezeichnet die Grösse^ des Rich- 



* Gauss gebraucht für die Grössen -|-a, — a, aVZTi dieAus- 
diücke: direkt, inyers, lat«ral, 'wodurch er ihre Bedeutung im Raum 
ktteiefanen woUte, wobei es aber immer noch an einer besondern Benennung 
fehlt fDr Zahlen, welche unter einem schiefen Winkel von der Grundrichtung 
abweichen. 

Mourey (La vraie throne des quantit^ nögatiTes et des quantit^s pth- 
tendnes imaginaires. Paris, 1828.) hat diese Zahlen nombres directives 
genamit» was mit der Benennung Bichtun^szahlen übereinstimmt. 



timgswJDkels durch eine der Linie rechts unten beigefügte ZabI 
und nimmt dabei als Winkeleinheit den rechten Winkel an. 
Eine Richtuogazahl = AB, welche unter 45" von der Grund- 
richtung abweicht, wird also von ihm durch AB bezeichnet. 

Scheffler (Braun schweig, 1845) nennt das Vorzeichen, 
das er den Zahlen gibt, den Richtungscaefficienten und 
bezeichnet ihn durch 

( — 1)» oder kürzer durch ( — )" , 

wobei — ausdrückt, um den wie vielten Theil von 180" oder 

n die Linie von der Grundrichtung abweicht. Die Bezeichnung 

beruht darauf, dass das Zeichen ( — 1)° arithmetisch genom- 
men zugleich die Zahl ausdrückt, mit welcher die positiveB 
Grössen multiplicirt werden mUssen, um in solche verwandelt 

zu werden, deren Richtung um den Bogen — • n von der posi- 
tiven Richtung absteht. So' ist z. B-, wenn AB = -|- 1 und 
Winkel BAC = 72' ?^ J ti und der Bogen in E halbirt ist, 
"» "»■ ae* = af= — 1, 

also ae^( — 1)* 

ad = (-l)^ 

und ac = ad X AC = (— 1)*AC. 

Man hat indessen bei dem Grebrauch der Rich- 
tungscoefScienten wohl zu bemerken , dass die Anwendung der 
gewöhnlichen Regeln für die Rechnung mit Potenzen hier. nicht 
ohne Einschränkung gestattet ist, indem z. B. bei dieser Be- 
zeicbnang nicht etwa, weil ' 

(-1)' = (-1)* ist, 

auch (—1)^ = (_!)* 

gesezt werden darf, worauf übrigens Scheffler selbst in seiner 



I 125 

I Schrift „Üeber das Verhältniss etc.^ S. 75 ausdrücklich auf- 
merksam macht. 

Matzka (Prag, 1850) bezeichnet die laterale Richtung 
durch einen vorgesezten Pfeil, so dass nach dieser Bezeich- 
nnogsart 

wäre. Im Uebrigen bezeichnet er eine Linie von der Länge 
= r, welche um einen Winkel == a von der Grundrichtung 

a 

abweicht,, wie Scheffler, durch ( — l)*r, aber auch durch 

/a 

er, 
vo e, wie gewöhnlich , die Basis des natürlichen Logarithmen- 
systems bedeutet. 

Gegen dergleichen Bezeichnungen kann man zwar an sich 
nichts einwenden, aber sie finden ihre Berechtigung erst in spä- 
teren Sätzen und Aufgäben der Arithmetik. Wollte man dar- 
auf nicht Rucksicht nehmen, so könnte man eine Richtungs- 
lahl, deren absoluter Werth = r und deren Abweichungswinkel 
= g>y auch durch 

r (cos 5p + sin g) V — 1) 
bezeichnen, aber eine solche Bezeichnung gleich am Anfong 
neben der Definition einer Richtungszahl einznfiiliren , würde 
wohl mit Recht ein Verstoss gegen die Methode genannt wer- 
den müssen. 

Da ich im ersten Abschnitt mir die Aufgabe stellte, die 
Rechnung mit Richtungszahlen ohne weitere Voraussetzungen 
nur aus dem Begriff einer Richtungszahl zu entwickeln, so habe 
ich es vorgezogen, den Abweichungswinkel einfach als Vor- 
zeichen dem absoluten Werthe der Zahl vorzusetzen, um 
aber dabei jede Verwechslung mit einem Coefficienten zu ver- 
meiden, habe ich den Winkel in eine Etammer mit einem 
Strich darüber gebracht, so dass also hier 

|7|r 
eine Bichtungszahl bezeichnet, deren Abweichungswinkel == «jp 

A 
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utid deren absoluter Werth = r ist. * Nach dieser Bezeicb- 
nnog ist dann 

+ r = fölr^ 

— r=y=[yf|r 

— rV— l=ff^|r 
Bekanntlich kann man zwar im Allgemeinen die Winkel- 
grösse auf doppelte Weise angeben, — durch Grade oder durcl 
die Länge des Kreisbogens in Tfaeilen des Halbmessers^ — und 
es hat auch die Angabe der Abweichungswinkel durch Grade 
bei den vier niedern Rechnungsarten , dem Addiren, Subtra- 
hiren etc., und auch beim Potenziren und Extrahiren mit reellen 
Exponenten durchaus keinen Anstand, aber schon beim Loga- 
rithmisiren mit Richtungszahlen erhält man (nach S. 37) 

Xogl"^! 1 = g> V^ 1 =[Rl5P, 
was eine Richtungszahl anzeigt, die den Abweichungswinkd 
= ^n und den absoluten Werth == g> hat. Hier ist man als(4 
wie aus der Entwicklung der Formel in $• 37 klar hervorgeht, 
geaöthigt, die Wihkelgrösse g> durch die Länge des zugehd- 
rigeo Kreisbogens in Theilen des Halbmessers zu bezeichnen. 
Die gleiche Nöthigung tritt bei der allgemeinen Entwicklung 
der trigonometrischen und goniometrischen Funktionen ein, 
wesflhalb auch diese Bezeichnung der Winkel durch die. Länge 
der Kreisbögen in der Analysis durchaus üblich ist. Es scheint 
daher überhaupt zweckmässig, diese Bezeichnungsart der Wm- 
kei bei allen Rechnungsarten mit Richtungszahlen zu.gebrauchen. 
Noch habe ich hier beizufügen, dass ich es für zweck- 
mässig hielt, die Linien , ob sie gleich in den Figuren durchaus 



* SoUte diese Bezeiehniuigsart durah ein über dem Winkel angebrach- 
tes kleines Dach Beifäll finden, so möchte ich mir für die Aassprache dies« 
Vorzeichens eben das Wochen dach in Vorschlag zu. bringen erlanben. 

Man würde dann z.B. eine durch IVs^l a bezeichnete Richtungszahl aus- 
sprechen: Vs ^ dftch a. 
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mit den grossen lateinischen Buchstaben bezeichnet wurden, 
im Text doch alsdann mit den entsprechenden kleinen Bnch- 
staben zu benennen, wenn sie mit Berücksichtigung ihrerRich- 
tnog genonunen werden sollen. * 

Anoh versteht es sich, dass die Rechnung mit Richtungs- 
lahlen nöthigt, bei der Bezeichnung der Linien und Winkel 
immer wohl zu unterscheiden, welcher der beiden Endpunkte 
oder welcher der beiden Schenkel zuerst genannt wird, denn 
es ist ab =^ — ba 

also ab+ba= 0, 

' nnd ebenso Wkl cab-|- Wkl bac = 0. 



MII. IHv vier idedereD ReehMonvaartei 



§. TS.- 
Das Addiren der Richtungszahlen besteht darin, dass 
man die einzelnen Summanden mit.Ber[i(;kBichtignng ihrer Rich- 
tungen so an einander reiht, dass eine gebrochene Linie ent- 
steht, bei welcher man die geradlinige Entfernung der 
beiden Endpunkte als die gesuchte Summe betrachtet. Auf 
diese Art erhält man, wenn BD ^ und = AC ist, 

ab + ac =: ab + hd = ad. 
Indem man nämlich zuerst von A nach B zäh- ">' *"- 
lend fortgeschritten ist, darf man beim zwei- 1 
ten Posten AC nicht wieder bei A ^fangen,! 
sondern muss da, wo man stehen geblieb^nist,! 
bei B fortfahren und von B in gleicher Rieh-' 

* Soh^ffler bedtont nch in leitteni ,Si(natioiucalciil''(BTUiiiich*eig, 
18S1. S. 17) zu dem gleichen Zweck einer Klammer, ao dus z. B. (AB) 
bei ibni uideatet, dsu die Linie AB nicht bloa naeh ihrer Lloge, «mdern 
auch nocb ihrer Bichtong aofinlauen Ut. 



/ 
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tung mit AG bis D fortschreiten , so dass also A der Anfang 
und D das Ende von der Samme der beiden Linien ab 
nnd ac ist. 

Der Grundgedanke des Addirens, wonach man beim Hin- 1 
zuzählen des zweiten Postens da fortmachen muss, wo man beim 
Zählen des ersten stehen geblieben ist, bleibt demnach auch 
beim Addiren der Ricbtungszahlen derselbe. Aber ein wirk- 
liches Fortzählen oder Zusammenziehen der Einheiten , wie es 
bei absoluten Zahlen geschieht/ ist hiebei unstatthaft, weil es 
Einheiten verschiedener Art sind. Man kann, so lange man 
nicht von Schritten überhaupt, sondern nur von Schritten in ! 
bestimmter Richtung spricht, so wenig 3 Vorwärtsschritte und 
4 Seitwärtsschriite zusammenzählen, als 3 Ellen und 4 Pfunde. 1 
Dagegen ist nun die geradlinige Entfernung der beiden £nd- | 
punkte der durch dieses Fortschreiten in verschiedener Rieh- j 
tung erhaltenen gebrochenen Linie nach Länge und Richtung , 
als gegeben zu betrachten, — und diese Distanz , als das Re- 
sultat des Aneinanderreihens der einzelnen Stücke, ist die 
Summe, welche freilich Einheiten hat, die wieder von den 
Einheiten beider Summanden in Beziehung auf die Richtung 
verschieden sind. 

Das Gleiche findet übrigens auch beim algebraischen Ad- 1 
diren entgegengesezter Grössen Statt, denn will man -}^ 10 und 
— 3, addiren , so darf man b^i 10. auch nicht fortzählen, son- 
dern man muss nun rückwärts zählen uad es können somit in 
der algebraischen Summe 

lÖ + (-3) = 7 , 
die beiden Summanden 10 und — 3 auch nicht in dem gewöhn- 
lichen Sinne des Worts Theile der Zahl 7 genannt werden. 

Einen strengeren Be\^eis für dieses Summiren von feich- 
tungszahlen sucht Matzka (Versuch einer richtigen Lehre etc. 
S. 97) dadurch zu fuhren, dass er zeigt, wie Gleichungen 
dieser Art 

' a;b-(-bd = ad 
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die Anwendung des .illgeineinen Grundsatzes znlaseen, wonach 
Gleiches zu Gleichem addirt wieder Gleiches gibt. 

Ein sehr passendes Beispiel zur Erläuterung der Addition 
I von Bichtongezahlen bietet sich in dem Newton'schen Paral- 
' lelogramm der Kräfte dar.* Bei der Bezeichnung von 
Kräften in der Mechanik hat man nämlich neben ihrer Inten- 
sität immer zngleicb die Richtnng zu berücksichtigen, in der 
sie wirken, und es ist daher eine gerade Linie, bei welcher eben~ 
falls neben der Länge ihre Richtung eine verschiedene seyn 
kann, ein sehr geeignetes Bild für eiue solche mechanische 
Kraft. Stellen nun AB und AG zwei Kräfte Fit. iit. 

dar, welche auf denselben Punkt A wirken, I 
so ist, wenn man das Parallelogramm ABCD I 
vollendet, ihre Gesammtwirkaog gleich der 1 
Wirkung einer einzigen Erafl, welche durch I 
die Diagonale AD ansgedriickt ist, d. h. es ist 
ab + ac = ab + bd = ad. 
Sind mehr als zwei Kräfte auf A wirksam, welche durch die 
geraden, von A ausgehenden Linien ab, ng. us. 

ac, ad, ae dargestellt sind, so erhält man 
auf gleiche Weise dnrch einfaches Addiren 
dieser Bichtongszablen die Kraft ah, welche 
an die Stelle sämmtlicher einzelner Kräfte 
gesezt werden kann. Die mittlere Kraft 
in der Mechanik ist also nichts anderes, 
als die Richtungssumme der einzelnen 
Kräfte. 

§.74. 
Das Addiren von Richtungszahlen sezt übrigens einen 

* A,ut diese Aoalogie macbt schon Protetsoi Hoth in seinem AnfMtz 
«Ober die' Anwendbarkeit der iniaginüren Zahlfonnen in der Oeometrie" 
(1810 S. 124) an&nerksam. 



130 

Grnndsatz vorans, der noch einer Erläntenmg bedarf. lodem ! 
man nämlich sagt: ' 

ab4-ac = ab + bd = ad, 
werden die Zahlen ac und bd identisch genommen, d. b. man i 

geht von der Annahme aas, dasgvon zwei gera- ' 

I den Linien ac und bd, wenn sie gleiche absolute 
Läqge und parallele Richtung haben und auch 
nach derselben Seite hinlanfend genommen wer- 
e für die andere gesezt werden kann. 
So kli^r indessen dieser Grnndsatz auch an sich ist, so 
zeigt sich doch bei seiner Anwendung in dem Fall, wo man es 
mit ßaumgrössen zu thun h{tt, ein Mangel. Mögen zwei solche 
gleicblange und in gleichem Sinn. gleichlaufende Linien anch 
in der Arithmetik, wo man blos ihre Länge und BJchtODg in 
Bechnnng zu nehmen hat, ganz identisch se^, — in Beziehung 
auf die geometrischen Figuren, die sie bilden, kommt es ausser- 
dem auch auf den Ort, wo sie sich befinden, noch recht sehr 
an. So sind, wenn man die Kreislinie in 6 gleiche Theile theilt 
und über AB ein reguläres Sechseck be- 
schreibt, die 6 Radien ab, ac, ad etc. 
den 6 Polygonsbiten gleich und parallel, 
aber, während die einen , wie Strahlen, 
einem Punkte auslaufen , schliessen 
die andern ein reguläres Polygon ein. 
Man kann siä also in dieser Bezie- 
hung einander nicht gleichsetzen. 

Scheffler in seinem Sitnations- 
kalknl (Brauns chweig, 1851) hat sich dadurch bewogen gefun- 
den, in die Rechnung mit Richtnngszahlen qoch eine besondere 
Bezeichnung fiir den Ort der Lmien, oder, wie er es nennt, 
ihren Abstand vom Nullpunkt, einzuführen. Ist nämlich AB 
die Grundrichtung, so ist der Ort der Linie MN vollständig 
bestimmt, wenn man ausser ihrer absoluten Länge und ihrem 
AbweichnngBwinkel von der Grundrichtung AB noch den Ab- 
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staod AM ihres Anfangspunkts vom Nullpunkt und d^n Winke) 

BAM kennt, d. k. die Richtungszahl ^t ""■ 

am. Diese Richtungszahl am, welche fl 

Scheffler kurzweg den Abstand I 

nenDt, sezt er, wenn er die Lage von I 

MN vollständig bestimmen will , der I 

Lioie MN voran, verbindet beide Li- | 

nien durch das Zeichen der Addition, versieht aber die eratere 

vorn und hinten mit Anfdhrungs zeiche D , damit man daran 

denAbstand unterscheiden könne von der darzustellenden 

Linie. Rienach würde also z. B. durch 

nam''-f-mn 
oder durch „f^A5I"+f^MN 

die Lage der Linie MN vollständig bezeichnet. Der Ort des 
Dreiecks MNO würde bezeichnet durch 

„am" + mn + no + oni, 
wobei aber zu bemerken ist, dass man bei solchen Summen die 
einzelnen Summanden nicht beliebig versetzen darf. Zwar bleibt 
die Summe der drei Seiten immer = 0, aber es bezeichnet jede 
veränderte Aufeinanderfolge derselben auch eine veränderte 
Conflguration , ein anderes Dreieck. Da 3 Elemente 6 Per- 
mntationen geben, sq gibt es auch 6 verschiedene Dreiecke, 
wie aus der Figur zu sehen ist. 

§. w. 

Wenn die Addition durch Rechnung ausgeführt werden 
soll, so ist, wie schon §. 12 bemerkt wurde, der Ausdruck der 
Summanden als complexe Zahlen der bequemere, indem man 
dann einfach erhält 

(a + bi) + (c + di) = (a + o) + (b + d)i. 
Sind dagegen die Summanden ac, ad als Richtungszahlen 
gegeben, so sezt man dafilr 

fa]a =r acosa + asinor V — 1 
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d.h. 

Da Dan ÄE 

so ist . 

AE' = (acos«-f-bcosjS)'+ (asina 
und nach gehöriger EntwickeluDg findet man 
AE 



und erhält nun 

[«"la +(^b = aco8a + bco8/S 
-)-(asina-|-bsin/?) V — 1 



ah + he. 
hBinßy 



tgBAE = ^ = 



|-b' + 2abcos((J — a) 
EH _ a sin a -f b sin ß 
AH acosa-j-bcosy?' 
Das Obige gilt auch beider Subtraktion von Richtnngs- 
zahlen, die sich gleichfalls darcb Rechnung am Leichtesten 
dann ausfuhren läest, wenn Minnend und Subtrahend in der 
Form von complezen Zahlen ansgedrlickt sind, wie sich denn 
überhaupt die Subtraktion immer, sobald man vom Sabtraheo- 
den den negativen Werth nimmt, anf eine Addition zurückfuh- 
ren lässt, indem 

§•76. 
Für die Multiplication und Division der RichtODgs- 
zahlen ist dagegen die DarBtellang derselben durch die Länge 
der Linie und ihren Abweichungswinkel (Radin svektorzog im 
Gegensatz gegen den Coordinatenzug) vorzüglich geeignet, in- 
dem sich bei dieser Bezeichnung die Bechsongsregel hOchst 
einlach auslecken lässt, nämlich für die MultipUcation 

|^aX|7ib=f^T?lab 
und fiir die Division 

f^a:i^b=|7r=^|i 

Die Begründung dieser Regeln wurde im ersten Abschnitt 
ans der allgemeinen Definition des - Multiplicirens abgeleitet. 
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wie diesa schon'bei Moorey (La vraie th^orie etc. 1828) und 
Scheffler (UeberdasVerhältniss etc. 1846) auf gleiche Wtise 
geschieht. 



IV. nie drei htfberen RechnnuiT**''*'» ■**" 
lll«lil«ns«sahleii. 

§■ 77. 

Während beim Äddiren und Multipliciren die Rechnungs- 
regel flir die Bichtuugszahlen sich sehr einfach aus der allge^ 
meinen Definition dieser Rechaucgsoperationen ableiten lässt, 
ist diess beim Potenziren nicht der gleiche Fall, indem man 
nicht im Stande ist, gleich von vorne herein eine brauchbare 
allgemeineDefinition einer Potenz anfzDStellen. Man ist viel- 
mehr immer genöthigt, zunächst von den Potenzen mit ganzen 
positiven Exponenten aoszugehen, und bei dieser Beschränkung 
hat anch die Rechnung mit Riebtun gszahlen keine Schwierig- 
keit, wie diess im dritten Kapitel des ersten Abschnitts näher 
ausgefBhrt warde. 

Die Ej^eiternng des ursprünglichen Begriffs einer Potenz 
läset sich woht am anschaulichsten durch eine geometrische 
Darstellung nachweisen, and ich habe dazu die logistische Linie 
gewählt. Die Äbscissen und 
Ordinaten zeigen hier die Ver- 
bindung einer arithmetischen 
und geometrischen Reihe, wo- 
bei die Ordinaten die Poten- 
zen, die Äbscissen die zuge- 
hörigen Exponenten darstellen. DurchEinschaltangen und Ver- 
längerung über den Nullpunkt ergibt sich daraus leicht die Bedeu- 
tung von Potenzen mit gebrochenen und negativen Exponenten. 
Um aber an dieser Kurve auch die Bedeutung der Potenzen 
mit imaginären Exponenten zu zeigen, war es nöthig, einige 
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Eigengchaften der Logistik vorher näher zu betrachtet). Es 
musate gezeigt werden, dass, wenn man die EinschaltmigeD 
'"'*■ "'■ iralnerweiterfortsezt.also.weniiAa^l 

ist, die folgende OrdinateRrihr immer 
näher rückt, das Verhältnias der Zu- 
nahmen, ac:Gr, einen bestimmten 
Gränzwerth erreicht. Dieses folgt 
aber, sobald man gezeigt hat, dass die 
Silbtangente AO (üi jeden Punkt der 
Knrve von constanter Grösse ist. Sezt man nämlich nan 

AO = s, AB = -AB = -, 

so ist für n = 00 

ac:cr = AO:Aa = s:l. 
Während also fdr x = o die Abscisse um den unendlich klei- 
nen Theil — zunimmt, nimmt die Ordinate 1 um zu, die 

n . n s 

unendlich kleinen zusammengehörigen Incremente verhalten 

sich also = 1 : — , 

Dieses Gesetz muss nun auch Statt haben, wenn das unend- 
lich kleine Wachsthnm der Abscisse nicht mehr in der Grund- 
richtung, sondern senkrecht darauf erfolgt. Während f&r die 
zusammengehörigen Incremente das Yerhältniss ihrer absolu- 



ten Grössen ^ I : — bleibt, mnss der Zuwachs der Ordinate 

■ 8 

Fjg, ««. . auch um 90" von der Axe der Ordina- 

len abweichen. Ist daher ac ^ — V — I 
n 

der unendlich kleine Zuwachs der Ab- 
scisse, 80 wird bd ^ — X — V — 1 der 
n s 

Zuwachs der Ordinate seyn. Denkt 
man sich dann aus A mit AU einen 
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Kreis beschrieben , so kann D immer noch als anf dem. Kreis- 
bogen liegend und also AD als Halbmesser betrachtet werden, 
nnd man erhält somit, wenn 

Bogen BE = n X Bogen BD 

=„(i.i)=i 

vn sV s 



genommen 


wird, 


• a»« — , 
•a»X*c 


ad 
ad" 


■ • 




a»*» = ae 


d. h. 




^I/Zi. 


1 

8 



1. 

Hier zeigt sich also die Potenz mit dem imaginären Ex- 
ponenten V — 1 als die Ordinate ae, die sich für die imaginäre 
Abscisse ab findet, wenn man bei ihrer Construction das gleiche 
Gesetz befolgt, wie bei der Construction der reellen Coordinaten. 

§.78. 

Aus der gefundenen Formel für a^~* ergibt sich auch die 
allgemeinere Formel für a" + "^ V^~-*. Es ist nämlich 

a'V^=(aV=0'="([llO° 



nxi 

s 



1 



und 



»m 



+ .V-i = a"Xa"V^ 



nX 



1 



m 



a 



§.79. 

Die Construction dieser Formel sezt voraus', dass man, 
wenn die Grundzahl a gegeben ist, die Grösse der Subtan- 
gente s daraus abzuleiten weiss. Um diese Abhängigkeit der 
Subtangente von der Grundzahl nachzuweisen > nehme man. 



rif, 111. wenn ÄC = AB = 1 und AM die 

Subtangente ist, auf beiden Seiten 

von A Stücke AD und AE = - AB 
n 

und ziehe die Ordinaten DF, EG. 

Es ist nun 

DF = aT. EG = a~^ 
und inui siel* leicht, dass, wenn 
man die Chorden FC, ^G bis an 
die Abscissenlinie verlängert, 
AM> AK 
<AL 
seyn wird. Wegen Aehnlicbkeit der Dreiecke verhält sich 
AK:AC=AD:DF — AC 
1 





AK: 1 =-:a":r — 1 


also 

Ebenso ist 


IK ' 


n{.7-l) 
LA:ÄC = AE:AC- 




LA:1 =1:1— a- 




= ..-:n(aT 


also 

Daraus 


I 1 " 


n(aT_l) 
folgt dann : 


die Subtangi 


1 


n(ar-l) 




al 



„(.T-1) 
und beide Ausdrücke werden sich um so niefe- dem Werth der 



Subtangente nähern, je grösser die Zahl n genommen wird. 
So findet man z. B. für a = 10 und d = (2" t=) 8192 durch 
fortgeseztes Ausziehen der Quadratwurzel aus 10 etc. 

aV=z 1,00028111 

also -— J = ^ .^}^^^ = 0,43424 



an ■ 1,00028 „.„.„„ - 

■ — 1—- = 2:30285 ^^'•■*^*^^- ■ 

n(a»— 1) 

Die Subtangente der logistischen Linie mit der Giandzahl 10, 
welche zwischen den beiden gefundenen Werthen liegen muss, 
ist also in den ersten drei Decimalstellen 
= 0,434 ... 



Viel einfacher ist indessen der Weg, wenn man von den 
natürlichen Logarithmen ausgeht, d. h. diejenige logistische 
Kurve zuerst in Betracht zieht, bei wel- ^*- '**■ 

eher die Subtangente ^ 1 ist, wie ich 
diess im ersten Abschnitt ge.than habe. 
Da lässt sich dann leicht zeigen, wenn 
wieder s die Subtangente f&t die Basis 
a bezeichnet, dass immer 

- = Log nat. a. 

Zu diesem Zweck mache man, 
wenn A der Anfangspunkt der Abscis- 
sen, Bb die Basis und AC die Subtan- 
gente ist, AD ^ AC und ziehe die 
Ordinate Dd. Nimmt man nun 

AE = -AD = iAC, 
n n 

so ist Aa : Dd = (Aa : Ee)", 



und wenn ÄE bo klein genommen wird, dass der Punkt e als 
auf der T^gente Ca befindlich betrachtet werden darf, 
Aa;Ee = CA3CE 





= CA : CA + i CA 




=i:i+;- " 


a]BO 


Aa;Dd=(l:l+iy 




l:Dd=l:(l +i)" 




Dd=(l + i^y f<lrii = c» 


d. h. 


a' = c (§.31.) 


oder 


a = er 


uüd ■ 


Log nat. a = -. 



§.81. 
Wenn beim Potenziren die Basis eine Bichtungszahl ist, 
fio ist für die geometrische Darstellung die logarithmische Spi~ 
rale geeigneter. Es sey A der Mittelpunkt der Kurve, AB die 
Grundrichtung, 
ac = fyl r die ge- 
gebene Basis, welr 
che potenzirt wer- 
den soll, so be- 
schreibe man aus 
AmitAB—leinen 
Kreis, theile den 
Bogen BD = tjp in 
eine beliebige An- 
zahl gleicher Theile 
und schneide gleich 
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grosse Theile von D aus auf der Peripherie ab. Aus der Na- 
tnr der logarithmischen Spirale und den Sätzen über die Poten- 
zining von Rlchtnngszahlen mit reellen Exponenten ergibt 
sich'nnn 



ac^^ag -ac = alt etc. 

Im Allgemeinen ist, wenn man den Bogen BDL = « sezt, 

am = aci» = ([^r)9' = [a'|r«i, 
denn da der Bogen <f, welcher der Basis ac zugehört^ als Ein^ 
heit ZQ betrachten ist, so sind alle anderen Bogen mit <p zu 
dividiren, um für die einzelnen Leitradien die zugehörigen Lo- 
garithmen zu erhalten. 

§. 82. 

Umnunauch (f^r) ~ zn couBtruiren, nehmeman, wenn 
wieder AB = I, ae = fyjr ist und durch s die Subtangente 
zur Basis r bezeichnet wird, den Bogen ^''*- *^*- 

BE ^ -, den Bogen BF = - . -, ziehe 

BG und darauf senkrecht die BE. Fär 
n ^ oc kann man nun BF als gerade 
Linie betrachten, welche senkrecht auf 
KG steht. Es ist aber (nach §. 81) 
BF : BD der Logarithme von ag 
für die Basis ac, nämlich 

und da sich, wie §. 77 gezeigt wurde, 

die unendlich kleinen Incremente der Abscisse und Ordinate 

für X = verhalten = ] ; — , die Zunahme aber für die Abscisse 
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oder den Logarithmen — ist, so ist die Zunahme für di« 

Ordinate oder den Numerus, d. h. 

FG=:-!-xl. 
nsg> s 

Da ferner in dem rechtwinkligen Dreieck KBG 

m. IM. FG : FB = FB : FK (Eiern. 6, 8.) 



und es verhält sich wegen Aehnlichkeit 
der Dreiecke 

BG : BK = BF ; FK 



Mso BK — BG X s.gi 

oder, da bk um 90" von bg abweicht, 
bk = bgXsy V— 1. 
Danun ag = ab-f b8=l+bg 

■ak = ab + bk=l+bgXsyV— 1 
, wie oben gezeigt wurde, 

.ag = (Sli-)°"«. 

i,t ak = (|7|r)"" M,..oo 

1 ak- = (]VlO ''■ 

Andererseits ist 

AK = AF — FK 
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also 



ak = 


1 I 

n ' s 


ak» — 


1 

s 


(1 



n ^ 

1 . 

n ^ 



1 f l^nv 
und da (1 y)» = I 1 I für n = QC 



= |B 



— 9 



(vergl. 8. 83) 



SV 8 

= r , weil e = r , 



so ist auch 



ak° = 



1^ 

s 



— sg> 



and man erhält, indem man die beiden, für ak*^ gefundenen 
Ansdrücke gleichsezt, 



»)'^" = 



1^ 

8 



Schneidet ipan also auf dem Radius AE ein Stück 

AL = r ab, so stellt al als Richtungszahl die gesachte 
Potenz dar. 

Man sieht leicht, wie durch diese Potenzen mit imaginären 
Exponenten eine zweite einwärtsgehende logarithmische Spirale 
entsteht, so dass di^Tangenten der beiden Kurven in B senk- 
recht auf einander stehen. 

§.83. 

Im vorigen Paragraphen wurde angenommen, dass 

1 n '—9» 
(1 y) = e für n = QO. 

Diess lässt sich mit Anwendung des binomischen Lehr- 
satzes auf folgende Art beweisen. 

n(n-l)(n— 2) /"y^' , , 9,9^ 9* , 

1.2-3 \.nJ "^ l"'~1.2 1.2.3,~'"" 
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weil man, wenn n = Qoist, n = n — l=n — 2 etc. setzen 
kann. Ebenso ist 

0_l)-=-,_=^(l)+i£(a^(l)' 

ny(ny— l)(n»— 2) /'l^' _, 9,9* y' i 

123 Vn^ "^ •"■ 1~^1.2 12.3 "•"■ 



Es ist also 



o-i»y=o-D- 



Nun ist aber 



0-l)"0+D"=[>-G)"]"=>.. 

indem bei Entwicklung lezterer Potenz alle weiteren Glieder 
unendlich klein werden. Man hat also auch (§. 31) 



0-D-= 



1 



0+D 



. = T = « 



— i 



und 

und äomit auch 



0-D"= 



— P 



(1 "\n — V 
1 g>J = e für n = go. 



§.84. 
Mittelst der §, 82 entwickelten Formel 



— 89» 



— ns^ 



lässt sich die Aufgabe des Potenzireus mit Richtungszahlen 
auf die allgemeinste Weise auflösen. Da nämlich 

so findet sich 



n 

s 
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= |ray|r" X 



jn 



n 

s 



- — ns g> 



mo) H — 

'^ s 



m — ns^ 

r 



1 

was man auch, wenn man logr = — substitüirt, so ausdrücken 
kann: ® ny 

S. 85. 

Aus dem Bisherigen sieht man nun zwar, dass sich die 
Rechnungsregehi für das Potenziren mit Kichtungszahlen ganz 
allgemein entwickeln lassen, ohne dass das natürliche Poten- 
ziren vorausgeschickt wird* Wenn ich dessen ungeachtet im 
ersten Abschnitt den entgegengesezten Weg einschlug, so 
bestimmte mich dazu nicht nur die allgemeine didaktische Re- 
gel, die einfacheren Fälle dem Zusammengesezteren voraus- 
gehen zu lassen, sondern besonders die Bücksicht auf die grosse 
Wichtigkeit der natürlichen Logarithmen für alle Theile der 
Mathematik. Allerdings betrachtet man die Lehre vom natür- 
lichen Potenziren gewöhnlich nicht als der gemeinen Arith- 
metik, sondern als der Analysis angehörig, insofern dabei das 
anendlich Kleine oder die Vorstellung von einem Gränzwerth 
nicht wohl umgangen werden kann. Allein der Begriff des 
unendlich Kleinen ist nicht so schwer zu fassen, er ist vielmehr 
mit dem Begriffe der Zahl, sobald man sich dieselbe durch ein 
stetiges Fortschreiten eines Punktes in einer bestimmten Rich- 
tung entstanden denkt, so innig verbunden, dass ein Einführen 
der. natürlichen Potenzen in die gemeine Arithmetik wohl kein 
Verstoss gegen die Methode genannt werden kann. Auch ha- 
ben wirklich ausgezeichnete Mathematiker diess schon früher 
fär nqthig und thunlich erachtet, z. B. Rothe in seinem syste- 
matischen Händbuch der Arithmetik (Leipzig, 1811. Theil 2, 
S. 273). 
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Dazu kommt, dass die Sache sehr anschaulich und klar 
wird, wenn man dabei von der Betrachtung der logistischen 
Linie ausgeht. Hat man hier einmal gezeigt, dass bei dieser 
Kurve di^ Subtangente . eine constante Grösse ist, so ergibt 
sich daraus von selbst die Hervorhebung des einfachsten Falles, 
in welchem die Subtangente = 1 ist, und daraus die Erklärung 
des natürlichen Potenzensystems. Zar Berechnung der Grund- 
zahl dieses Systems muss freilich der binomische Lehrsatz in 
Anwendung gebracht werden , indessen nur ftir ganze positive 
Exponenten,. in welchem Fall seine Entwicklung bekanntlich 
gar l^eine Schwierigkeit darbietet. 

Die Lehre von den natürlichen Logarithmen kann man 
bei der Rechnung mit Richtungszahlen um so weniger entbeh- 
ren, als zu den wichtigsten Sätzen dabei gehört: 

|y|l=e 

Ans diesem Fundamentalsatz (S. 34) lässt sich unter Anwen- 
dung der allgemeinen Regeln über die Potenzenrechnung die 
Formel S. 84 auch auf andere Weise entwickeln. Aus obigem 
Satz folgt nämlich 



9|r = r Xe 



und logfyjr = log.r -f- y V — 1 

und daraus folgt dann weiter 



= e 



e 

m log r — n flE> + (m flj + n log r) V — 1 



m log r — Dflo ■ (mflB-|-nlog'r)V^ — 1 

— e /N e 

log r ("m — ^\ , , 

= e ^ ^°«'^X|my+nlogr|l 

m 



= |my + nlogr|r ^**«'' 
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§. 86. 

Zum Schhiss dieses Kapitels aoch ein Wort über den Be- 
griff einer Potenz. Ich habe es in Obigem unterlassen, eine 
allgemeine^ Definition von Potenz aufzustellen, weil es über- 
haupt nicht in meinem Plane lag, eine vollständige Arithmetik 
zn schreiben, ich vielmehr nur beabsichtigte, die geometrische 
Gonstruction der arithmetischen Grundaufgaben für Richtungs- 
zahlen zn geben, während ich bei den Beweisen die bekannten 
arithmetischen Sätze zu Hülfe nahm. Indessen glaube ich, 
dass man schon in der Arithmetik, ohne in das Gebiet der 
Analysis überzugreifen, auf doppelte Art zu einem genügenden 
allgemeinen Begriff der Potenz gelangen kann. 

Der eine Weg besteht darin ^ dass man sagt: „Potenziren 
heisst eine 2ahl finden, welche, wie der Exponent aus der Ein- 
heit durch Addition entstanden ist, ebenso aus der Basis durch 
Multiplication gebildet wird." Dass aus dieser Definition die 
Bedeutung der Potenzen mit reellen (positiven und negativen, 
ganzen und gebrochenen , rationalen \mS- irrationalen) Expo- 
nenten sich sehr gut ableiten lässt, ist bekannt.'*' Dass aber 
auch die Bedeutung der Potenz mit imaginärem Exponenten 
daraus erklärlich wird, geht aus der §. 77 giegebenen Entwick- 
lang wohl genügend hervor. In der logistischen Kurve ent- 
stehen die Abscissen aus der Einheit durch Addition, die zuge- 
hörigen Ordinaten aus der Basis durch Multiplication, und es 
handelt sich also nur darum, zu einer, gegebenen imaginären 
Abscisse durch Anwendung des gleichen Gesetzes der Mnlti- 
plication die zugehörige Ordinate zu finden. Dazu gelangt man 
aber durch die Erwägung, dass, wenn (|i6 Abscisse durch Addi- 
tion einer senkrecht auf der Abscissenlinie «tehenden Linie 
wachst; diesem eine blosse Drehung der Ordinate, ohne dass 
ihre absolute Grösse dabei zunimmt, entsprechen muss. Wenn 



* Vergl. Thibant, Gnindriss der reinen Mathematik. 1809. S. 110. 
Rieeke, die Redmang mit Richtnngscalileii. ^0 
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in der Potenz a" der Exponent um nV — 1 grösser wird, so 
erhält man (§. 78) 



a 



s 



m 

a . 



Wie hier durch die Addition von nV — 1 nur ein seitlicher 
Zuwachs angezeigt ist , während kein Fortschreiten des Expo- 
nenten in der Grundrichtung Statt hat, so bleibt auch die abso- 
lute Grösse der Potenz a" ungeändert, während eine entspre- 
chende Drehung derselben Statt hat, was eine Veränderung 
durch Multiplication anzeigt. Das Verhältniss, in welchem 
jener seitliche Zuwachs und der Drehungsbogen stehen, hängt 
von der. gegebenen Basis ab, und ist demjenigen gleich, in wel- 
chem die Subtangente zur Einheit steht, wie diess bereits §. 77 
näher entwickelt wurde. 

Man sieht hieraus, dass, wenn auch obige Definition dazu 
dienen kann , das Wesen einer Potenz mit imaginärem Expo- 
nenten begreiflich zu machen, ihre weitere Benützung doch mit 
Schwierigkeiten verbunden ist, da sie schon Kenntniss der Sub- 
tangente für eine gegebene Basis voraussezt. In noch höherem 
Grad ist diess der Fall, wenn neben dem Exponenten auch die 
Basis eine imaginäfe Zahl ist. 

Der zweite Weg, den man einschlagen kann, besteht darin, 
dass man die Potenz zunächst für positive ganze Exponenten 
als Produkt gleicher Faktoren erklärt und dafür den Satz 
beweist 

'. a^-ay = a* + y, 

sodann aber diese Eigenschaft als allgemeine Definition einer 
Potenz aufstellt, wonach Potenz diejenige Funktion wäre, welche 
die Gleichung 

f(x)'f(y) = f(x4-.y) 
befriedigt. Die mathematische Strenge würde aber zugleich 
den Beweis erfordern, dass es für jeden Werth von x nur eine 
Funktion gibt, welche dieser Gleichung Genüge leistet. 
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Will man sich auf die Definition einer Potenz mit imagi- 
närem Exponenten beschränken,, so kann auch die Gleichung 

VCIl 



e*' = [^1 1 = cos y -|- sin y V — 1 

dazu dienen. * 



W« Heber den iWertb der Redumiiar ntit Rielitiiiiffs- 

xülilen« 

§.87. 

Der Hanptwerth der neaen Theorie besteht meiner An- 
sicht nach darin, dass durch sie ein Kapitel in der Arithmetik, 
das bisher sehr im Dunkel war,, volle Klarheit erhalten hat. 
Der Widerspruch, einestheils äu beweisen, dass V — 1 etwas 
Unmögliches bedeute, während man anderntheils doch mit die- 
sem Faktor V — 1, wie mit andern reellen Zahlen, rechnet, 
wird durch die geometrische Deutung der imaginären Zahlen 
als Zahlen in der Ebene glücklich beseitigt. In dieser Be- 
ziehung hat die neue Theorie jedenfalls für den Schulunterricht 
eine hohe Bedeutung. 

Eine sogenannte imaginäre > mit dem Faktor V-r-1 ver- 
sehene Wurzel kann von jezt an nur noch in dem Sinn etwas 
Unmögliches bedeuten, als ^amit umgedeutet ist, dass keine 
in der ursprünglichen oder der ihr entgegengesezten Richtung 
gezählte Zahl der Gleichung entspricht. In diesem Sinn genom- 
men zeigt aber auch eine gebrochene Zahl etwas Unmögliches 
an, 'wenn bei einer Aufgabe nur ganze Zahlen zulässig sind, 
ond ebenso drückt eine negative Zahl etwas Unmögliches aus, 
wo blos positive Zahlen dem Sinn einer Aufgabe Genüge 
leisten. 

Nach allem bisher Gesagten wird es nicht nöthig seyn, 



* Man vergleiche darüber S c h 1 ö nyil c h * s Häildbiich der algebraischen 
Analysis (1851. S. 85. 215), wo sich diess naher ansgeführt findet. 

10* 
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diess im Einzelnen noch weiter zd erläntern , doch will ich ein 

sehr einfaches Beispiel noch beifagen. Bezeichnen a, b die 

beiden Ilalbaxen einer Ellipse und e ihre Excentricität, so ist 

e = Va» — b'. 

'" '**■ In der beistehenden Figur sey nun 

zuerst CB =: a, CD = b, CE = e. 

Lässt man hier b wachsen, so erhält) 

man, wenn b ^^ a wird, e ^ o nnd es 

fallt der Brennpunkt mit dem Mittel- 

pui)kt zusammen. Aus der Ellipse ist 

nun ein Kreis geworden. Wird aber 

b > a, so entfernt sich E wieder vom 

Mittelpunkt, aber gegen D hin nachE', indemmmCGdie grosse, 

CB die kleine Halbaze wird, der Brennpunkt aber immer anf 

der grossen Äxe sich befindet. Der imaginäre Werth, 4^a man 

in diesem Fall 

in der Rechnung erhält, wird also in der Zeichnung ganz klar 
durch eine Abweichung von der ursprünglichen BichtnDg um 
90° angezeigt. Auf AB gibt es jezt keinen Punkt mehr, der 
der gemachten Forderung entspricht, wohl aber auf CG. 



Bekanntlich gewährt die Rechnung mit entgegengesezten , 
Grössen den grossen Yorthei), dass eine Gleichung, welche fiir 
einen bestimmten Kormalfali gefunden worden ist, nicht blos 
fQr diesen speziellen Fall Gültigkeit hat, sondern durch blose 
Aenderung der Zeichen auch auf andere mögliche Fälle An- 
wendung findet. Äehnliches hat, wenigstens theilweise, auch 
bei der Rechnung mit Richtungszahlen Statt. Als Beispiel 
kann hier der Ptolemäische Satz dienen, wie ich diess §. 54 
näher entwickelt habe. Nach diesem Satz ist bekanntlich f&t 
jedes Kreis Viereck 

ACXBD = AB-CD-|-BCAD, 
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die Bechnang mit Bichtnagszahlen zeigt *■'«■ ***■ 

aber gaoz allgemein für jedes Viereck 

ac-bd = ab'cd-f-bcad. 

Ja man kann den Satz selbst anf den Fall 

ansdehnen, wenn das Viereck einen fin- 

spriDgenden Winkel hat. Auch hier ist 

ac — ab-j-bc 

bd = bc-i-cd ■ ^'«-*"- 

also 
ac - bd = (ab + bc) (bc + cd) 

= ab-cd+bc(ab + bc-t-cd) 
= ab-cd-j-bC'ad. 
Der Satz lässt sich in diesem Fall unter 
der Voraus Setzung von Richtnngszahlen so ausdrücken : 

Wenn man in einem Dreieck von den drei Winkelspitzen 
nach einem innerhalb liegenden Punkt Linien zieht und jede 
derselben mit ihrer Gegenseite multiplicirt , so ist, wenn die 
Seiten in der Richtung gezählt wurden, dass die Grandlinie 
gleich ist der Summe der beiden andern Seiten, auch dasjenige 
der drei Produkte, in welchem die Grundlinie ein Paktor ist, 
gleich der Summe der beiden andern Produkte. 

Will man diese Gleichlieit durch eine Construction deut- 
lich machen, so verfahre man auf folgende Weise, 
Sezt man AC ^ ^ "*■ "«• 

nnd betrachtet 
als Grundrichti 
so ist 

ac -bd ^bc 
Verlängert i 
dann AC und . 
macht CM ^ 
und zieht MNft- 
so ist 
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AC:AB = CM:BN 

1:AB = CD:BN 

also BN = AB X CD. 

Hierauf verlängere man CD überD hinaus^ lege an die Verlän- 
gemng DE in D auf die Beite hin , welche als die positive an- 
genommen ist, einen Winkel EDF = GAB und mache DF = BN, 
so ist df=ab«cd. 

Endlich verlängere man GB, GA, mache AO = AD, ziehe 
OP # AB, so ist, wie oben, 

BP = BG X AD, 

4 

und zieht man nun durch F die F6 X^ BG, und zwar nach der 

gleichen Seite hin, legt an FG in F einen Winkel GFH = CAD, 

und zwar wieder nach der positiven Seite hin, und macht 

FH = BP, 

80 ist fh==bc*ad. 

Es muss also nach dem obigen Beweis seyn 

bd = df+fh, 
es ist aber, wenn man DH zieht, auch 

dh=:df+fh, 
also wird dh = bd. seyn, d. h. es wird DH in der Verlängerung 
von BD liegen und zugleich = BD seyn. 

Schon die sehr nützliche Regel von Descartes über den 
Gebrauch der entgegengesezten Grössen bei der algebraischen 
Behandlung einer geometrischen Aufgabe, wonach die für den 
Normalfall gefundene Gleichung auch für die einzelnen Fälle 
passt , sobald nur bei denjenigen Linien , welche im Spezial- 
fall eine entgegengesezte Richtung haben, das Zeichen -f- in — 
und umgekehrt verändert wird, entbehrt bis jezt eines allgemeinen 
Beweises und die Mathematiker beschränken sich darauf, ihre 
Richtigkeit bei den einzelnen Aufgaben, wo sie sich ihrer, bedie- 
nen, nachzuweisen. * Es ist also natürlich, dass >diess in noch 



* Belanger, Gnmdlehren der ebenen Trigonometrie etc. Uebersezt 
▼onGngler. Stattgart, 1847. S. 3. 
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höherem Grad bei der Aosdehnung dieser Regel von negativen 
Zahlen auf Richtnngszahlen überhaupt nothwendig ist. Wenn 
aber aach bei den einzehien Änfgaben die Berechtigung der 
Anwendung dieser Regel erst nachgewiesen werden muss, so_ 
wird dessen ungeachtet kein Unbefangener ihren Werth ver- 
kennen, da sie jedenf^ls dazn dienen kann, die Auflösung man- 
cher Aufgaben zu erleichtern, den Zusammenhang einzelner 
Fälle nachzuweisen nnd schon bekannte Sätze-allgemeiner aue- 
zudrücken. 



Als einen weiteren Werth, den die Rechnung mit Rich- 
tongszahlen besizt , hebe ich die Leichtigkeit hervor , manche 
analytische Sätze durch eine geometrische Darstellung zu ver- 
anschanlichen. 

So erscheinen, wenn man die n" War- "»■ '**■ 

zel aus der Zahl AB zu ziehen hat, die n 
verschiedenen Werthe als n Radien, welche 
gleich grosse Winkel einschUessen. Es 
zeigt sieb somit bei einer solchen graphi- 
schen Darstellung auf den erstenBlick, dass 
alle n Wurzeln die gleiche absolute Länge AG haben und nor 
durch ihre Richtung verschieden sind. 

Umgekehrt läset sich durch eine solche Constrnction zei-. 
gen , wie die anzähligen Werthe des Logarithmen von 1 alle 
dieselbe Richtung, aber verschiedene absolute Längen haben. 
Man darf zu diesem Zweck nur, wenn AB = 1 ist, ^f AB 
einen Perpendikel errichten und von ihm nach beiden Seiten 
Stöcke ÄC, CD etc. AC, CT)' etc. = 2 re abschneiden, indem 
nun (nach §. 37) Log nat. 1=0 

=: ac 

= ad etc. 

— ac' 

= ad' etc. 
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Hat man dann irgend eine andere positive 
Zabl m und es jst der reelle Wertli ihres natür- 
lichen ItOgaritbniei], wie er eich ans der logisti- 
scben Linie ergibt, ^ AM, so finden sieb alle 
übrigen Werthe des Logaritbmeii , wenn man 
auf AM in M einen Perpendikel errichtet, durch 
die Punkte C, D etc. Parallelen mit AM and 
von A ans an die Durchschnittspunkte die Li- 
nien AN, AO eti;. zieht. Es ist nun 
Log nat. m — am 

=^ an 

^ ao etc. 

^ an' 

= ao' etc. 
Man sieht, wie die Zeichnung hier em sehr be- 
quemes Bild liefert, an welchem 'anschaulich 
wird, wamm in diesem Fall die einzelnen Werthe 
sowohl in Beziehung auf ihre absolute Länge, 
als auch bezüglich. der Richtung verschieden sind. 

§■ 90. 
Es ist aber nicht blos eine grössere An- 
schanlichkeit, welche dieRechnnngmitRichtungszahlen gewährt 
und wodurch die Auffassung der analytischen Formeln erleich- 
tert wird, sondern es ist auch die dadurch gegebene Möglich- 
keit, manchen Satz der Analysis auf einem einfacheren Wege 
^n beweisen, was noch unter die wesentlichen Vorzüge der 
nenen Theorie zu rechnen seyn dürfte. Badorch wird es näm- 
lich möglich, manchen Sätzen, die bis jezt erst in der algebra- 
ischen Analysis vorgetragen werden konnten , schon in der 
Arithmetik ihre Stelle anzuweisen. 

Die im zweiten Abschnitt gegebenen Anwendungen liefern 
hinreichende Belege fiir diesen Vorth'eil der Rechnung mit KJch- 
tungszahlen. So hat der §. 55 von mir gegebene Beweis des 
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Cotesischen Lehrsatzes durch Anwendiuig der Richtungszahleii 
eine Einfachheit nnd Eleganz erbalten, vie wohl kein früherer. ^ 
Auch der analytische Satz 

cosy = Ue +e * ) ^^^^^ 

kann als Beleg dienen.' Um den Beveis dessel- 
ben mit Hülfe von Richtnngszahlen za führen, sey 
AB = + 1, Bogen BC = y, Bogen BD = — <p. 
Zieht man nun FE # AD, so ist 

' Jac-f-|ad = ae + ef=af. 

Da aber ac = & , ad = e , 

so ergibt sich daraus einfach 

i (e -|- e } = cos y. 

Im Allgemeinen läsBt sich jede Richtungszahl auf dreifache 
Art ausdrucken : 

1) als einfache Linie mit Angabe ihres Abweichuugs- 
winkeis, 

2) als complexe Zahl , d. h. als Summe zweier Linien, 
wovon die eine in der Grundrichtung, die andere senkrecht 
darauf gezogen ist, nnd 

3) als Vielfaches einer natttriichen Potenz. 

Oder in Zeichen : 

^ rij. IM. 

l)ac = |-^,r = (-l)"r 
2),ac = m + nV^ _ 

^ r (cos y -j- sin ip V — 1) 

3)ac = r.e'*^^. 

Man begreift ntin leicht, wie sehen die einfache Verglei- 
olmng dieser verschiedenen Ausdrucke unter sich und ihre Yer- 



• Vetgl Klllgels Wditerbath I, 561. 
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bindong mit einander vidfach zu weiteren analytischen Sätzen 
föhren muss. So folgt z. B. durch Verbindung des zweiten 
und dritten Ausdrucks der bekannte analytische Satz 



vm 



e^ ^ * = cosy + ßii^y V — 1, 

wobei ich darauf aufmerksam machen muss, dass zwar in den 
meisten Schriften über die Gonstruction. des Imaginären dieser 
Satz aus der Analysis zu Hülfe genommen wird, um darauf den 
Beweis des Satzes zu gründen, wonach 

ac=:re 
ist, in der von mit gegebenen Entwicklung im ersten Abschnitt 
aber ($. 34) lezterer Satz unabhängig davon bewiesen wor- 
den ist. 

§. 91. 

Endlich verdient noch hervorgehoben zu werden, dass die 
Richtungszahlen in vielen Fällen auch da zu Beweisen geome- 
trischer Sätze mit Vortheil gebraucht werden können , wo es 
sich nur um reelle Grössen handelt und von imaginären Zahlen 
gar nicht die Rede ist. Belege dafar enthält der zweite Ab- 
schnitt in hinreichender Anzahl. Ich erinnere nur an den ein- 
fachen Beweis des pythagoräischen Lehrsatzes , wie er §. 47 
gegeben wurde. 

Diese Anwendbarkeit findet zunächst da Statt, wo Rich- 
tungszahlen multiplicirt werden müssen, welche gleiche, aber 
entgegengesezte Richtungswinkel haben und wo map also posi- 
tive Produkte erhält. Sie findet aber auch dann Statt, wenn alle 
Glieder in der Gleichung, die man am Schluss des Beweises 
efhält, Richtungszahlen mit gleiqhem Vorzeichen sind, z.B. 

alle das Vorzeichen |^ haben, indem man dann durch Division 

der ganzen Gleichung mit [^ 1 eine Gleichung erhält, in der 
sich nur reelle Zahlen befinden. Ein Beispiel dieser Art ist 
in §. 54 enthalten. 
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Auf diese Art lassen sich namentlich die Fnndamental- 
eätze der Trigonometrie sehr einfach beweisen, wie diess aus 
den im Anhang angeführten Schriften von Scheffler nnd A. 
des Weiteren zu ersehen ist. 



VI. Die llleIktiut0BHhleit Im RaNni> 



Wenn man einmal die Vorstellung einer bestimmten Rich- 
tnng, in welcher gezählt wird, als nothwendigen Bestandtheil 
äes Begriffes einer Zahl erkannt hat, so liegt di^ Frage nahe, 
ob denn alle Zahlenrichtungen nothwendlg in einer und der- 
selben Ebene liegen müssen, oder ob nicht mit gleichem Rechte 
auch solche Richtungen in Betracht kommen können und mUssen, 
welche nicht in der nrspränglich angenommenen Zahlenebene 
liegen ? ' leb glanbe , dass ieztere Frage im Allgemeinen gewiss 
bejaht werden mnss , aber für jezt hat die Betrachtung solcher 
Zahlen im Räume, wie man sie im Gegensatz gegen die 
Zahlen in der Ebene nennen kann, sehr erhebliche Schwie- 
rigkeiten. 

Um die Richtung eines solchen Strahls zu bestimmen, 
bedarf man zweier Winkel,^ nämlich ausser dem Winkel, wel- 
chen der Strahl mit der Grundrichtung macht, auch noch den 
Neigungswinkel der Ebene, in welcher der Strahl mit der Grund- 
richtung liegt, gegen die Grnndebene. Ist daher AB die Grund- 
richtung, MN die Grundebene, AG fit- ts^ 
eine nicht in der Ebene MN liegende 
Gerade, so ist, indem man von A 
aus in den beiden Ebenen MK und 
ABC Perpendikel AD und AE auf 
AB errichtet," die Richtung des 
Strahles AC durch die beiden Win- 
kel BAC nnd DAE vollkommen be- 
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Btimmt, sobald man nnr auch bei dem Neigangswiakel DAE 
eine Seite, nach welcher die Abveichung gezählt wird, als die 
DTSprUn gliche positive featgesezt hat. 

So lang man nnr Richtungszahlen in der nrepiünglicben 
Zahlenebene in Betracht zieht, erbältman flir die Winkel anch 
nnr den einfachen Gegensatz von -|- und — , jenachdem man 
üch den Winkel entstanden denkt durch Drehnng eines seiner 
JSchenkel aus der nisprttnglichen Richtong AB nach oben oder 
Fl». IM. njy.}, unten hin. Verläset man aber 

die Zahlenebeae nnd denkt sich von 
A aoe Strahlen nach allen Richtungen 
laufen, so erhält man Richtungswin- 
kel = BAC, die auf gleiche Weise, 
vie im Vorigen die Richtungszahlen, 
jedes beliebige Vorzeichen haben 
kennen. Biese Vorzeichen, welche hier die Richtungswinkel 
bekommen, sind eben die Neigungswinkel der Ebenenj in wel- 
chen sich die Winkel befinden , gegen die Grandebene. Man 
hätte also, wie relative Ztihlen, jezt auch relative Winkel. Ana- 
log mit dem Bisherigen könnte man daher fUr eine solche Rich- 
tungszahl im Raum die Bezeichnung wählen 

und wUrde damit ausdrücken, dasa die Linie AG (Fig. 133) 
von der absoluten Länge =: r um einen Winkel BAC =^ y> von 
•''»- "£- ^er Grundrichtung abweicht und 

in einer Ebene BAC Hegt, deren 
Neigungswinkel gegen die Grund- 
ebene MN ^ cc ist. 

Will man statt der Winkel 
Kreisbögen setzen, so denke man 
sich A als den Mittelpunkt einer 
Kugel, deren Halbmesser AB = 1 
ist, und beschreibe drei grösste 
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Kreise, die auf einander senkrecht stehen. Von diesen mag der 
horizontale Kreis ABC die Grundebene darstellen. Um dann 
eine beliebige Gerade AM, welche die Kugeloberfläche in N 
trifft , ihrer Richtung nach zu bestimmen , lege man durch B 
und N einen grössten Kreis, welcher den senkrechten ACF in 
O trifft. Nun bezeichnet der Bogen BN (in Theilen des Halb- 
messers ausgedrückt) die Grösse des Richtungswinkels und 
der Bogen CO (ebenso ausgedrückt) das Vorzeichen des 
Richtungswinkels, und man erhält, BN = 9, CO = a und 
AM = r gesezt, wieder 

am=||a]y|r. * 
Nach dieser Bezeichnungsart wäre 



af=|fi^i7r|l 
und es würde damit eine gerade Linie bezeichnet von der Länge 
= 1, welche senkrecht auf der Grundebene steht. 

r 

§.93. 

Eine Anwendung der bisherigen Sätze anf Richtnngs- 
zahlen im Raum führt nun aber auf Widersprüche. Wollte 
man z. B. die oben bewiesenen Rechnungsregeln für die Mul- 
tiplication der Richtungszahlen hier anwenden, so erhielte man 

J^mX||^V^|n=||a + /?|(y + VOlmn 



also (Ny|r) =:p^l2^r* . 

und V^lRyjr =? [PJiyl V^- 

Daraus würde für eine gerade Lmie = 1, welche auf der Grund- 
ebene senkrecht steht, folgen 

Man würde. also hier den gleichen analytischen Ausdruck für 



* Scheffler (Ueber das Yerh&Uniss etc. S. 254. 256) nennt den Bo- 
gen BN die Declination, CO die Inclination. 
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die aaf der Grandebeoe senkrecht stehenden Linien erhalteD, 

wie früher fUr diejenigen, die in der Gmndebene senkrecht auf 

der GrundrichtQDg stehen. Aber diese ist nnmQglich, denn 

^"- ""■ wäre , wenn AB = AC 

I ^ AD genommen wird, 

I ab=+l, ac = + V^ 

I nnd anch ad =; + V— 1, 

I 80 hätte man 

I cd^ca + ad 

= -V=i + V^=i=(), 

was widersinnig ist. 

Anf das gleiche Ergebniss kommt Matzka(Versnch einer 
richtigen Lehre etc. S. 127), indem er zeigt, dass, wenn man 
die Regel fUr die Addition, wie sie fdr Richtnngszahlen in 
der Ebene gilt, auf Bichtangszahlen im Raum anwenden wollte, 
man auf Widersprüche gerathen würde. Namentlich würde 
Gleiches zu Gleichem addirt nicht wieder Gleiches geben. Es 
fehle also hier die Grundbedingung, wonacb eine bestimmte 
Vereinigung zweier Grössen nur dann als die Summe dersel- 
ben betrachtet werden dürfe, wenn die bekannten Gesetze der 
Addition für diese Verknüpfungsweise gelten. 

S. 94. 

Diese UnanwendbarX,e<t der RecbnungGregeln, welche man 
für die Richtnngszablen in der Ebene gefunden hat, auf Rich.- 
tnngszahlen im Raum hat ihren Gmnd darin, dass man zwar 
mit einer gegebenen geraden Linie durch jeden ausser ihr 
befindlichen Ponkt eine gleiche und parallele Linie zu ziehen 
im Stande ist, die man sodann, wo es nSthig ist, der ersteren 
snbstituiren kann (J, 7), — dieses aber bei einem gegebenen 
Bogen eines grössten Kreises auf einer Engel Oberfläche nicht 
der gleiche Fall ist, da kein grösster Kreis einem andern pa- 
rallel seyn kann. Das Princip, worauf das Addiren verschie- 
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dener, von einem Pnnkte ausgehender gerader Linien (§. 9) 
bernht, kann daher beim Äddiren verschiedener, von einem 
Punkte einer Kngel Oberfläche ausgehender Kreisbögen nicht 
in Anwendung kommen, — ohne dasa man übrigens berechtigt 
wäre, das Frincip selbst dessbalb für falsch zu erklären, wie 
diess z. B. Bubendey (Ueber die räumliche Darstellung etc. 
S. 8) thnt. 

Noch eine grössere Schwierigkeit liegt iiberdiess darin, 
dass die Arithmetik für solche Zahlen den passenden analyti- 
schen Ausdmck noch nicht gefunden bat. Die Arithmetik kennt 
derzeit keinen allgemeineren Ausdruck für eine Zahl, als 

• H-bV^, 

in welchem alle reellen, imaginären undcompIexenZahlgrössen 
enthalten sind , für die graphische Darstellung solcher Zahlen 
genügt aber, wie vir gesehen haben, die Zahlenebene. Es 
scheint also in der That, dass eine weitere Entwicklung der 
Arithmetik nothwendig ist, um den Richtnngszahlen im Ranme 
ihre analytische Bedeutung anzuweisen. 

Um diese noch unbekannte höhere Zahlform zn bezeich- 
nen, bedient sich Scheffler (Ueber das Verhältnis» etc. 
S. 258. 262) des Zeichens V4^, so dass r V^l eine auf 
der Gmndebene senkrechte Linie von der absoluten Länge = r 
bezeichnen würde. Mit dieser Bezeich- ^'<t- isi. 

nung findet sich dann leicht für eine 
EichtungszahlimRaumeinallgebraischer 
Ausdruck. Wird AM = r, der Nei- 
gungswinkel MPN ^ a, der Richtungs- 
winkel BÄM = q> gesezt, so erhält man 

am = pl^r 

= ap-(-pn-|-nm 

= r cos g>-\-Tsiuq) cos a V — 1 -(- r sin 5p sin « V-f-1 

^= r (cos y -)- sin y cos a V— 1 -^- sin <p sin a V-i- 1). 
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üeber die Bedeutung des Faktors V-r-1 bemerkt Gre- 

bei (Programms. 22): „Wenn V — 1 weder zu den positiven, 
noch zu den negativen reellen Zahlen gehörte, so scheint 

VT-1 sowohl reell, als auch imaginär seyn zu müssen, also 
eine doppelte Natur in sich zu vereinigen.^ 

§. 95. 

Im Laufe der Zeiten dürfte nun also wohl die Arithmetik 
in drei Theile zerfallen : 

1) in die Arithmetik der Linie, 

2) in die Arithmetik der Ebene, 

3) in die Arithmetik des Raumes. 

Noch sind wir freilich nicht so weit, aber man sieht wenig- 
stens , welch grosses Feld für neue Entdeckungen in der Zah- 
lenlehre sich hier öfinet, und man wird zugeben, dass die Rech- 
nung mit Richtungszahlen, ist ihr auch in der Gegenwart noch 
keine grosse Beachtung geworden, doch eine Zukunft hat. 
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Anhang. 

Die Literatur über die geometrische Deutung der 
imaginären Zahlen. 

Ueiarich Köhn, Professor zu Danzig, Medttationes de 
quantitatibus imaginariis construeadis et radicibus imagioariis 
exhibendis. 1750. 

Der Atifeatt Bndet sich iq dan Schriften der Peteraborger Akademie der 
Wiasenachaiten Tom Jabr 1853 nnd Ist G4 QuirtBeiten stark. CUhu scheint 
der Erste zu seyn, der sich, wie Mststca sagt, erkühnt hat, die ünmOg-. 
lichkeit der sogeaanntea uamOglichsD Zahlen in Zweifel za ziebeu, and 
ihre räumliche Darstellbariieit nachzuweisen sicli hemühte. £r geht dftbei 
ron Tier gleichen , nm einen Punkt hsmm liegenden Quadraten ans nnd 
betrachtet }e swei neben einander liegende Quadrate als en^egengesezte 
GrSssen, und da somit das negatiie Quadrat constmirt ist, so sej es auch 
seine Seite, d. h. r — a'. Er denkt sich uftmlich das erste positiTe Quadrat 
mit der pasitiTen Seite AB nm A gedrelit, bis es dl 
Stelle des zweiten Quadrats einnimmt. Hier ist nn 
das Quadrat negativ geworden nnd die Seite AI 
«eiche in die senkrechte Lage AB' gekommen is 
stelle also nun r — a' dar. Auf diesem Weg gerStfa 
man aber leicht In Widersprüche, denn will man 
Gegensatz nicht aof Linien beschränken, sondern auf 
Fliehen ausdehnen, so kann man. Alles auf dieselbe 
Grundrichtung AB besagen, gleich beim ersten Quadrat als Flacheninhalt 

AB X AB- = ( + a) (-+ VCTT') = a' V-l 
erb alten ! 

M. Bu^e, Memoire sur les qnantitäg imaginaires. 1805. 

Diese Abhandlung (66 Quartieiten umfassend) erschien in den nphllo- 
sophical Trans actions for year 1S06. London, 1606." Die algebraischen 
Zeichen -|- und — denten dem Verfasser entgegengeseite Richtungen an, 
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1 

imd sofort eiklärt er V — i als Zeichen der Perpendikalaritflt , indem er den 
anf dem Durchmesser eines Kreises senkrechten Halbmesser als die mittlere 
geometrische Proportionale zwischen -|- 1 und — 1 ansieht. Im weiteren 
Verfolg scheint indessen Bu6e in mancherlei. Irrthümer yerfallen za seyn. 

Argand, Essai sur la maniere de repräsenter les qnan- 
titis imaginaires dans les constructions geometriques. Paris. 
1806. 

Nach diesem Titel zu artheilen, den ich allein kenne, scheint Argand 
die Idee ron Kühn und Bn6e weiter verfolgt zu haben. 

Gombertz, The principles and application of Imaginary 
quantities. 11 Vol. London. 1817. 

Auch von dieser Schrift kenne ich nur den Titel. 

C. V. Mourey, La vraie theorie des quantit6s negatives 
et des quantit^s prätendaes imaginaires. Paris. 1828. (pag. 
Xn. 144). 

In dieser ausgezeichneten Schrift ist bereits die Grundlage fOr die ganze 
Rechnung mit Richtungszahlen (nombres directives) mit mathematischer 
Schärfe enthalten, und Matzka, welcher in seiner weiter unten angegebenen 
Schrift einen kurzen Auszug liefert, bemerkt mit Recht, dass spätere Bear- 
beiter dieses Feldes grossentheih nur das bereits von Mourey Entdeckte 
wieder neu entdeckt haben. Indessen hat er in dem Kapitel über Potenzen 
die Potenzen mit imaginären Exponenten nicht berührt und verweist nur am 
Schluss seiner Schrift auf ein grösseres Werk , in welchem diess und noch 
mehreres Andere von ihm ausführlich behandelt sey. Dieses grossere Werk 
scheint aber yerloren gegangen zu seyn. 

John Warren, A Treatise on the geometrical represen- 
tation of the square roots of negative quantities. Cambridge. 
1828. 

Diese Schrift erschien gleichzeitig mit der yon Mourey und entwickelt 
im Wesentlichen die gleichen Ansichten. In zwei später erschienenen Aufsätzen, 
welche in den Philosophical Transactions for year 1829 erschienen sind,^ rer- 
theidigt Warren seine Schrift gegen mehrere dagegen erhobene Einwürfe 
ond wendet das gleiche Verfahren auch auf Potenzen mit imaginären Expo- 
nenten an. 

Karl Friedrich Gauss, Theoria residuorum biquadra- 
ticorum. Commentatio 2^*. Göttingae. 1832. pag. 16. 

In dieser Schrift und schon früher in den 6öttingen*schen gelehrten An 
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zeigen (1831. Stück 14, abgedruckt inGrnnerts Archiv der Mathematik. 
Bd. 6. 1845) spricht sich Gauss nur gelegenheitlich und kurz für die geo- 
metrische Darstellbarkeit der complexen Grössen aus, übrigens ohne jede 
Rücksichtsnahme auf das von andern Mathematikern schon früher darüber 
Gesagte. Dagegen heisst es am Schiasse des Artikels in den Göttingen*schen 
gelehrten Anzeigen : 

„Der Yerfiusser hat sich Torbehalten , den Gegenstand künftig ToUstän- 
diger zu bearbeiten, wo dann auch die Frage, warum die Relationen zwischen 
Dingen, die eine' Mannigfaltigkeit von mehr als zttrei Dimensionen dar- 
bieten, nicht noch andere, in der allgemeinen Arithmetik zulässige Arten von 
Grossen liefern können, ihre Beantwortung finden wird." 

Dieses Versprechen ist leider nicht erfüllt worden^ aber schon die kurze 
Notiz in den Göttingen*schen gelehrten Anzeigen hat die Sache wesentlich 
gefördert, indem sie es war, welche zuerst die Aufmerksamkeit der deutschen 
Mathematiker auf diesen Gegenstand lenkte. Indessen auch der berühmte 
Name eines Gauss konnte der neuen Idee nur sehr allmählig Anerkennung 
und Eingang yerschafiTen. So beklagt Drobisch in seinen „Gründzügen 
der Lehre von den höheren numerischen Gleichungen nach ihren analytischen 
und geometrischen Eigenschaften (Leipzig, 1834. S. XVII)'' die Gleichgültig- 
keit , mit der das mathematische Publikum bisher die versuchten geometri- 
schen Yeranschaulichungen des Imaginären aufgenommen hat« und als, wohl 
auf seine Anregung, 1835 die Jablonowski*sche Gesellschaft der Wissenschaf- 
ten zu Leipzig die nähere Begründung des Gaussischen Princips zu ihrer 
Preisfrage für das Jahr 1837 machte, erhielt sie keine Antwort. Erst vom 
Jahr 1840 an erschienen kleinere und grössere Schrifben , welche sich diesem 
Gegenstand ausschliesslich widmeten. 

Franz Moth, Professor in Linz, lieber die Anwendbar- 
keit der imaginären Zahlformen in der Geometrie. 1840. 

Diese Schrift (64 Quartseiten) erschien in den Abhandlungen der 
n. EJasse der R. Baierischen Akademie der Wissenschaften (München, Bd. 3. 
Abth. 1). Moth geht von den gleichen Principien aus, wie Gauss^ und 
gründet darauf in einer grossen Zahl von Aufgaben die Ausführung der ver- 
sohiedenen Rechnungen mit complexen Zahlen durch Construction. 

H. M. C. zurNedden, Dissertatio inauguralis de appli- 

cation^ numeri complexi ad demonstranda nonnulla geometriae , 

theoremata. Göttingae. 1840. 

Der Verfasser entwickelt sehr ' einfoch aus dem Gaus8*schen Princip 
mehrere Fundamentalformeln der Trigonometrie. 

G. W. Müller, Major in Hannover, Anwendung der 

11» 
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Lehre vom Zuge auf die Nach Weisung der geometrischen Be- 
deutung der Form a -j- h V — 1. 1841 . 

Der Anfsate findet sich inGrunerts ArchiT (Bd. 1, S. 397) und bezieht 
sich auf einen früheren Aufsatz über denselben Gegenstand in Crelle*s Jocur- 

nal (Bd. 15, Heft 3). Müller bezeichnet, wenn a + b VHT = j"^ r , die 
complexe Zahl als Coordinatenzng , die Richtangszahl als den Radiusvektor- 
Bug und sucht zu zeigen , wie der leztere aus dem ersteren hervorgeht, -wenn 
man sich den Coordinatenzng als eine Summe von aliquoten Theilen denkt. 
«Das Setzen derselben wird so zu einer Folge von Punkten hinführen, welche 
Endpunkte Ton entsprechenden aliquoten Theilen des Badiusvektorzuges sind, 
und da ein Zug als die Gränzvorstellung des Aneinanderreihens einer Summe 
Ton unendlich Tielen , unendlich kleinen aliquoten Theilen aufgefasst werden 
kann , so ist mit dem Setzen der complexen Zahl a 4~ h i in der That auch 
das Setzen des Radiusrektorzuges selbst verknüpft. " — Mir scheint, dass man 
auf diesem Wege ebenso gut beweisen könnte , dass nicht blos in relativer 
Hinseht, sondern auch absolut genommen die Summe von zwei Seiten in einem 
Dreieck der dritten gleich sey. 

Max. Marie, Discours sur la nature des grandeurs nega- 
tives et imaginaires. Paris. 1843. 

Der Verfasser dieser Schrift gibt den imaginären Grössen zwar auch 
eine geometrische Deutung , aber es Uegt bei ihm ein ganz anderer Gedanke 
zu Grund, als beiBu6e undMourey, auf deren Schriften er keine Rücksicht 
nimmt. Er construirt zu jeder Kurve eine von ihm sogenannte conjugirte 
Kurve, und zeigt nun, dass die imaginären Werthe, welche sich aus der Glei- 
ofanng der einen Kurve ergeben , eine reelle Bedeutung für die conjugirte 
Kurre haben. So ist z. B. für die Kreislinie mit der Gleichung x'-)~y^ = i*' 
die conjugirte Kurve eine gleichseitige Hyperbel mit der Gleichung z' — y ^ = r^ 
welche mit dem Kreise denselben Mittelpunkt und dieselben Coordinatenaxen 
hat. Suftht man nun zu der Kreisabscisse x ^ r die zugehörige Ordinate, 

so wird y = + Vr^ — x' imaginär, hat aber als Ordinate in der conjugirten 
Hyperbel ihre reelle Bedeutung. Man sieht, dass solche Betrachtungen nicht 
geeignet sind, über das Wesen des Imaginären Licht zu verbreiten. 

L. Bailauf f, Lehrer der Mathematik zu Varel, Beiträge 
zur systematischen Darstellung der allgemeinen Arithmetik. 
1844. 

Diese Beiträge, sowie ein Nachtrag „über die Potenzen mit imaginären 
Exponenten" finden sich in Grunerts Archiv der Mathematik (Bd. 5, S.259 
und Bd. 6, S. 409). 
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Nachdem der Verfasser bewiesen hat, dass, wenn x eine behebij^e r e o 1 1 • 
Zahl ist, « 

a^ =Lim. (1 +^i^il)'' fürn = 00, 

n 

so nimmt er lezteren Aasdrack als Erweiterung der Definition der Potenz für 

yzix 

imagin&re Werthe von x und zeigt sofort, dass a ein Behandlnngs- 

zeichen ist, welches yorschreibl, dass ein Strahl um einen Winkel = 9 log a 
gedreht werde. „Ist nämlich r ein Strahl, vom Nnllpunkt aus in der Grund- 
richtung gezogen, so erh&lt man den durch 

n 
dargestellten Strahl , wenn man in dem Endpunkte yon r eine Senkrechte 

9> log a 
errichtet = r . ^— und den Endpunkt dieser Senkrechten mit dem Null- 
punkt Terbindet. Ist n unendlich gross , so erh&Tt man dabei einen Strahl, 
welcher der Länge nach wieder = r ist, mit dem ersteren aber einen Winkel 

g> log a _ w x/ i" 

= ^— bildet. Man erhält endlich r a "^ ^ , wenn man dieses Ver- 

n 

fahren n mal wiederholt , und bekommt dadurch einen Strahl, welcher mit r 

gleiche Länge hat und mit der Grundrichtung den Winkel g^ log a büdet.** 

Man sieht , wie diese Deduktion im Wesentlichen mit der von mir im ersten 

Abschnitt gegebenen Entwicklung übereinstimmt, nur mit dem Unterschied* 

dass Ballauff Ton der obigen analytischen Gleichung ausging, während ich 

die Construction aus der Betrachtung der logistischen Linie ableitete. 

Hermann Scheffler, Baurath in Braunschweig , Ueber 
das Yerhältniss der Arithmetik zur Geometrie, insbesondere 
über die geometrische Bedeutung der imaginären Zahlen. Blraun- 
schweig. 1846. S. VIII. 428. 

Es ist diess die erste grossere Schrift yon einem deutschen Mathematiker, 
die den Gegenstand yollständig und gründlich behandelt, sie würde aber sehr 
gewonnen haben , wenn der Verfasser weniger schon Bekanntes darin auf- 
genommen hätte. Später hat Scheffler noch mehrere werthyolle Aufsätze' 
über diesen Gegenstand inGrun^rts Archiv für Mathematik (185P. Bd. 15, 
S. 375. 390)^ sowie eine zweite Schrift folgen lassen : 

Der Situationskalkul. Versuch einer arithmetischen 

Darstellung der niederen und höheren Geometrie auf Grund 
einer abstrakten Auffassung der räumlichen Grössen, Formen 
und Bewegungen. Braunschweig. 1851. S. XIV. 404. 
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In dieier Schrift sucht S ch eff 1er die Leibniz'sche Idee einer „Geometrie 
der Lage** mit Hülfe der geometriBchen Constmction des Imaginären sa ver- 
wirklichen. 

Theodor Wittstein, Professor in Hannover, Lehrbach 
der Arithmetik für höhere Bildungsanstalten. Hannover. 1846. 
Dieses Lehrbuch ist der erste Versuch, die gesammte Arithmetik Tom 
ersten Anfang an mit Rücksichtsnahme auf die Richtung, in welcher gezählt 
wird , darzustellen. Leider ist dasselbe noch nicht ganz erschienen und in 
den zwei ersten Abtheilnngen, welche 1846 und 1847 herauskamen, kommen 
die imaginären Zahlen noch nicht ror. Doch hat sich der Verfasser bereits 
in der Vorrede über den ganzen Plan und insbesondere über die graphische 
Darstellung des V — ] umständlich ausgesprochen. Schon vor diesem Lehr-, 
buch erschienen yon dem Verfasser in Grün er ts Archiv (1845. Bd. 6 und 7) 
mehrere kleinere Aufsätze , in welchen er einzelne Anwendungen der neuen 
Theorie mittheilt. 

Wilhelm Matzka, Professor in Prag, Versuch einer 
richtigen Lehre von der Realität der vorgeblich imaginären 
Grössen der Algebra oder einer Grandlehre von der Ablenkung 
algebraischer Grössenbeziehungen. Prag. 1850. 182 Quart- 
s^iten. 

Die Schrift ist ein besonderer Abdruck aus den Abhandlungen der Ge- 
sellschaft der Wissenschaften zu Prag und wurde von dem Verfasser schon 
1847 in den Druck gegeben. Auch bei Matzka war der erste Anlass zu 
seiner Monographie das Bestreben, die kurzen Andeutungen von Gauss wei- 
ter auszuführen und zu begründen. Das Eigenthümliche und Verdienstliche 
bei Matzka besteht aber, neben dem stofflichen Reichihum seiner Schrift, 
besonders in dem Bestreben, gleich von vorn herein nachzuweisen, wie in der 
Algebra überhaupt (ohne alle Rücksicht auf RaumgrOssen) neben dem Ge- 
gensatz Ton -|- und — abweichende Beziehungen aller Art rorkommen, man 
also nicht berechtigt sey, Zahlen , die weder positiv noch negativ sind, schon 
desshalb als etwas Imaginäres , nicht Existirendes zu bezeichnen. Als Bei- 
spiel führt M a t z k a an , dass nicht alles Geld entweder als Vermögen oder 
als Schuld einer bestimmten Person gedacht werden muss, dass es auch Geld 
gibt, das diese Person gar nichts angeht, und dass selbst Geld, das die 
Person angeht, doch ein solches seyn kann, dass man es weder zu ihrem Ver- 
mögen , noch ihren Schulden rechnen kann, z. B. das Geld^ von dem sie 
schlafend oder wachend träumt oder das sie in einer Erbschaft zu gewinnen 
hofit oder das sie zu verlieren fürchtet etc. — Mit besonderer Sorgfalt und 
AusfQhrlichkeit findet sich bei Matzka auch das Geschichtliche des Gegen- 
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Standes und mehrere der obigen literarischen Notisen sind Ton mir dieser Schrift 
entnommen. 

Dr. Grebel,. Prorektor in Zeitz, die complexen Werthe 
der FundameDtalfunktionen in geometrischer Darstellung. Ein 
Gymnasialprogramm. Zeitz. 1851. 

• Eine kleine Schrift, welche aber Gediegenheit mit Kürze yereinigt und 
nicht nnr die geometrische Gonstraction der imaginftren Werthe von Potenzen, 
Wnrzeln nnd Logarithmen, sondern anch die der goniometrischen nnd cyklo- 
metrischen Funktionen ganz befiriedigend in der Zahlenebene durchführt. 

Oskar Schlömilch, Professor in Dresden, Handbuch 
der algebraischen Analysis. Aufl. 2. Jena. 1851. 

In diesem vielverbreiteten Handbach findet sich S. 188 ff. auch die geo- 
metrische Darstellung des Imaginären aufgenommen. Die Begründung 
geschieht Ton Schlömilch im Wesentlichen auf folgende Weise. Bezeich- 
net man eine Linie y, 'welche von der Grundrichtung um den Winkel u ab- 
weicht, durch yn , so ist 

70 = y = y (+ 1) y^ = — y = y (— !)• 

Aus diesen Werthen erkennt man , dass der aDgemeinere Ausdruck y« aus 
zwei Faktoren besteht, deren erster y selbst ist und deren zweiter Ton dem 
Winkel u abhängt. Man kann daher 

y« = y • f (u) 
setzen und hat nun die noch unbekannte Funktion zu bestimmen. Zu diesem 
Zweck nimmt man eine zweite Gerade 

yu + v = y.f(u+T). 
Insofern aber die Gerade yu + ▼ i^®' Richtung nach um den Winkel y yon 
yn abweicht, muss auch die Gleichung 

yu + v = yu . fW 
Statt finden , indem man y« als die ursprüngliche und yn + t als die abge- 
lenkte Gerade ansieht. Daraus ergibt sich 

yn4-v = y.f(u).f(T) 
und f(u).f(v> = f(u + v). 

Aus dieser Gleichung erhellt die Natur der Funktion und man hat nach dem 
früher Bewiesenen (S. 85) 

f (u) = a«, 
wobei a eine konstante bezeichnet, deren Werth sich bestimmen lässt, weil 

y^ = ya'' = y.(— 1) 
seyn muss. Man erhält hieraus 



168^ 

» = (-1)" 

und somit yu = y . ( — 1) 

d. h. M bedeutet y V — i eine Gerade, welche die Länge y besitzt« aber senk- 
recht auf ihrer ursprünglichen Richtung steht. 

Dr. H. Burhenne, Lehrer der Mathematik in Kassel» 
Zur Theorie der imaginären Grössen. 1853. 

Dieser Au£Batz in Grunerts ArciüT (Dd. 22, S. 43) enthalt mehrere 
Bedenken gegen die Zulässigkeit und Fruchtbarkeit der neuen Theorie. Der 
Verfasser sagt dann weiter: ^Cs ist nun auffallend, dass in den mathematischen 
Werken nirgends der einzige Fall zur Sprache gebracht ist, wo die Interpre- 
tation des Imaginären wirklich zu etwas Neuem , nämlich zu einer wichtigen 
physikalischen Entdeckung geführt hat. F r e s n e 1 , welchem die Undulations- 
theorie so grosse Fortschritte verdankt, suchte seine 1821 bekannt gemachten 
Formeln für die Polarisation des Lichtes durch Reflexion in den folgenden 
Jahren auch auf diejenigen Fälle, besonders bei den Reflexionen des Lichtes 
im Innern der Körper, anzuwenden, wo diese Formeln imaginär werden. Diess 
beurtheilte Fresnel auf folgende Weise: rJ^ yerschiedenen geometrischen 
Fällen zeigt das Vorkommen einer imaginären GrOsse eine Veränderung Ton 

90 Graden m der Lage der Linie an, deren Länge mit VdTi mnltiplicirt ist, 

wesshalb es wahrscheinlich ist , dass auch hier die Multiplication mit V--I 
anzeigt, dass die Phase der Vibration um 90° verändert wird.** Nämlich in 
dem Falle , wo man für die Vibrationsintensität des reflektirten Lichtes den 

imaginären Ausdruck a -|- b V — i erhält , wird angenommen , dass dieselbe 
▼on zwei Wellensystemen herrührt, die sich im Gange um eine Viertehmdu- 
lation unterscheiden und die Vibrationsintensitäten a und b besitzen. Durch 
diese Auslegung des Imaginären wurde Fresnel in den Stand gesezt, die 
Erscheinungen der sogenannten circularen Polarisation des Lichtes Toraus- 
zusetzen, und seine Erwartungen sind sodann durch Experimente vollkommen 
bestätigt worden.** 

Ich muss hiezu bemerken, dass in dem von Fresnel 1823 über seine 
berühmte Entdeckung an die Akademie erstatteten Bericht (Poggendorfs 
Annalen. Bd. 22, S. 107. 108) weder die hier citirte Stelle, noch überhaupt 

eine Erwähnung der geometrischen Bedeutung des Faktors ^ — 1 sich befin- 
det, es wäre daher dankbar anzuerkennen, wenn Hr. Burhenne Näheres 
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Über Eeiue Qnelle mittheilen wollt«. Uebrigeoa iveine ich keinen Aageii' 
blick, dasG, wie die Anwendniig der Mathematik Überhaupt in derPbyeik uDd 
Mechanik schoD Tielfach zu neuen Entdeckungen gefflbrt hat, aucli dieser 
neuB Fortschritt derselben seine Früchte nicht nur für die Schule, sondern 
auch fOr das Leben in reicblicbem Masse tragen vhä. 

G. H. Bubendey, Professor am Johanneuiu.^ Ueber die 
räumliche DafstetluDg der imaginären Grössen der Analysis. 
Hamburg. 1854. 4". 53 Seiten. 

Auch der Verfasser dieser Schrift bekümpft die Ansicht, als se; die ge- 

fimdene rSamtiche Bedeutung der imagiaSren Grflssen zugleich deren vesent- 

licher Inhalt. Er hsit dariui fest, dasB bei den Formen — a und ( — a) 
zunächst nnr iit xa denken ae:r< da^s sie via Zahlen behandelt werden sollen 

mit der Bedingung, dass 4- a + (— a) = Cl und \{ — a.)') = — a ist, und 
sieht in den riumlichen Operationen überall nur anschauliche Beispiele für 
die Bedeutung sabtraktiver and imaginBier Zahlen , deren ZnlAssigkeit im 
einzelnen Fall eist ans wesentlich geometrischen Betrschtnugen nitcliznwei- 
seo sey. Lezteres sacht er denn auch hier nachzuweisen. Wenn ei indes- 
sen glaubt, dass diejenigen, welche sich bisher mit diesem Cregenstand beschäf- 
tigt haben, zwar die Construction der arithmetischen Gnindoperationen nach- 
weisen, aber nm die rSumllcbe BedeuMing analytischer Ausdrücke, wie 
arc (cos = |ip|a)^et«. sich ganz nnbekUmmerl zeigen, so ist er im Irrthum. 
Die Construction ist auch bei lezterem Ausdruck einfach genug. Es aey z. B. 

ap =|"yla = coai 
fUr AB ^ 1 , so suche man (nach ^'t- i^»- 

%. 64) den zngebsrigen imaginAren 
Kieispnnkt H. Zieht man nun AM, 
welche die Ereislinie in C trifft, so 
ist I = BC — i log AM. Macht 
man also BD =: Bogen BC, errich' 
tet in D nach rechts das Loth DE 
= log AM und lieht BE. so ist 

oder ap = cos be. 

Hiebei ist AB für den Cosinus AP und, wenn man AN senkrecht auf AB 
zieht, AN sowohl ßi den Sinn« PM als für den Bogen BE als Grundrichtung 
oder Aie zu bettacbten. Die TollstAndige AuDflsung dieser und ähnlicher 
Aufgaben findet sich z. B. bei Qrebel (Die compleien ll^rthe etc. S. 19). 
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Weitere Schriften , welche die geometrische Darstellung 
des Imaginären mehr oder weniger ausföhrlich behandeln, sind: 

Bretschneider, Lehrgebäude der niederen Geometrie. 
Jena. 1844. 

Lübsen in Hamburg, Ausführliches Lehrbuch der Arith- 
metik und Algebra. Oldenburg. 1845. 

üllherr, Professor in Nürnberg, Einige Bemerkungen 
über imaginäre Ausdrücke. 1846. (in Cr eile's Journal 
Bd. 3L) 

Drob i seh, Ueber die geometrische Construction der 
imaginären Grössen. Wien. 1848. 

Aren st ein, Professor in Pest, Was sind die imaginären 
Grössen und was ist ihr analytischer und geometrischer Sinn ? 
Wien. 1848 (in den naturwissenschaftlichen Abhandlungen 
von Haidinger.) 

y. Lamezan, Beiträge zur Philosophie der Mathematik 
mit besonderer Rücksicht auf das sogenannte Imaginäre. Würz- 
burg. 1851. 

Yallas, Etudes philosophiques sur la science du calcul. 
Paris. 1841. 

Faure, Essai sur la theorie et Tinte rpretation des quan- 
titäs dites imaginaires. Paris. 1845. 

Peacock, A treatise of Algebra. Cambridge. 1830. 

Reynolds, Strictures on certain points of Peacock*s 
Algebra. Cambr. 1837. 

Hamilton, On Quatemions, or on a new system of Ima- 
ginaries in Algebra. Dublin. 1846. 

Morgan, Trigonometry and double Algebra. London. 1849. 

Dr. Bierens de Haan, Jets over de betrekking tusschen 
Meetkunde en Getallenleer. Deventer. 1852. 

Bellavitis, Saggio suU algebra degli immaginarii. Vene- 
zia. 1852. 



